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Vorrede. 



Die nachstehenden Untersuchungen sind zu dem Zweck unter- 
nommen worden, für die Lehre vom Gleichgewicht des elastischen 
Stabes, welche sowohl ein erhebliches wissenschaftliches Interesse in 
Anspruch nehmen darf, als auch in den Festigkeitsbestimmungen von 
Balken, Trägern etc. eine ausgedehnte praktische Anwendung findet, 
eine allgemeingültige Grundlage zu gewinnen. Es ist bekannt, dass 
um die bezüglichen Probleme mathematisch genau zu behandeln, wenn 
auch nur in erster Annäherung, man dieselben auf die Differential- 
gleichungen zurückführen muss, welche für die Form Veränderungen 
der elastischen Körper bestehen; denn nur durch letztere Gleichungen 
wird der Zusammenhang der einzelnen Verschiebungen der Massen- 
theilchen genügend berücksichtigt. Als Rechnungen, in denen das 
Gleichgewicht elastischer Stäbe in dieser Art untersucht wird, sind vor- 
züglich die Arbeiten von de Saint-Venant und von Eirchhoff zu 
nennen. Dieselben betreffen indessen nur bestimmt abgegrenzte Fälle 
des allgemeinen Problems. De Saint-Venant war der Erste, der in 
den 2 Aufsätzen „De la torsion des prismes a (Möm. des savants ötran- 
gers, 1855) und „Memoire sur la flexion des prismes" (Journ. de Liouville, 
Sörie II, Tome I, 1856) Gleichgewichtszustände eines cylindrischen 
Körpers mit Hilfe der Differentialgleichungen der Elasticitätstheorie 
bestimmte. Kirchhoff entwickelt in seiner Abhandlung „Ueber das 
Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich dünnen elastischen 
Stabes" (Crelle-Borchardt'sches Journal, Bd. 56, 1859) die Verände- 
rungen, welche die angeführten Differentialgleichungen durch die Vor- 
aussetzung, dass die eine Dimension des Körpers unendlich klein wird, 
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erfahren, und ist hierdurch im Stande, auch Fälle, wo die Form- 
veränderung des Stabes nicht mehr als eine kleine bezeichnet werden 
darf, streng zu behandeln. 

In den Abhandlungen von de Saint- Venant und von Kirchhoff 
wird der Gegenstand der Untersuchung durch die Annahme einge- 
schränkt, dass äussere Druckkräfte nur auf die Endflächen des be- 
trachteten cylindrischen Körpers wirken, also die Mantelfläche desselben 
frei bleibt. In den nachfolgenden Rechnungen ist nun der Versuch 
gemacht worden, auf die Gleichgewichtszustände eines Stabes, dessen 
Mantelfläche ebenfalls von beliebigen Kräften angegriffen wird, näher 
einzugehen. Die Anwendungen der Elasticitätslehre weisen auf letzteren 
Fall besonders hin, da bei den Balken, Trägern etc. meistenteils 
gerade die Mantelfläche dem Drucke schwerer Körper ausgesetzt ist 
In den genannten Abhandlungen wird der Querschnitt des Stabes als 
constant vorausgesetzt Die hier durchgeführten Entwicklungen sind 
dagegen nicht minder für den Stab mit veränderlichem Querschnitt an- 
wendbar (§ 8), wenn nur die Abweichungen des Stabes von der cylindri- 
schen Gestalt innerhalb gewisser Grenzen bleiben. Es sind daher auch 
die bei praktischen Aufgaben häufig vorkommenden Fälle eingeschlossen, 
wo die stärker in Anspruch genommenen Theile eines Trägers eine 
grössere Querschnittfläche haben. 

Was die Behandlung der erwähnten Differentialgleichungen an- 
belangt, so bietet die direkte Integration derselben bereits in den ein- 
fachsten, den Stab betreffenden Problemen so grosse analytische Schwie- 
rigkeiten, dass hier nur von solchen Methoden die Rede sein soll, durch 
welche man, ohne die vollständigen Integrale herzustellen, Aufschluss 
über die Vorgänge bei der Deformation des Stabes erlangen kann. 
In den Rechnungen von de Saint- Venant geschieht letzteres dadurch, 
dass partikuläre Integrale der Differentialgleichungen ermittelt werden, 
woraus sich eine Reihe specieller Gleichgewichtszustände des Stabes 
ergeben. De Saint- Venant behandelt, wie Clebsch in seinem Lehrbuch 
der Elasticitätstheorie (Leipzig, 1862, pag. 73 und 94) bemerkt, nicht 
unmittelbar dasjenige Problem, das bei den Anwendungen vorzuliegen 
pflegt, und bei dem die von gegebenen Kräften herrührenden Verschie- 
bungen gesucht werden, sondern das umgekehrte Problem, da er die 
Kräfte berechnet, die an der Endfläche des Stabes angebracht werden 



müssen, um bestimmte, als möglich erkannte Verschicbungen hervor- 
zurufen. In der Abhandlung von Kirchhoff werden die Schwierigkeiten 
der Integration der Differentialgleichungen durch die Annahme ver- 
ringert, dass der Querschnitt des Stabes unendlich klein sei; für die 
in erster Linie in Betracht kommenden Grössen werden daselbst Diffe- 
rentialgleichungen abgeleitet welche mit den Gleichungen des Problems 
der Rotation eines schweren starren Körpers um einen festen Punkt 
identisch sind. 

Die im Folgenden enthaltenen Rechnungen schliessen sich inso- 
fern der Anschauungsweise Kirchhoffs an, als in dieselben ebenfalls 
von Anfang an die Voraussetzung eingeführt wird, dass die Dimensionen 
des Querschnitts des Stabes klein gegen die Stablänge sein sollen. Es 
ist diese Voraussetzung gewissermassen die Gonsequenz des Begriffs 
des Stabes. Jedoch werden hier die Durchmesser des Querschnitts des 
Stabes nicht als unendlich klein, Bondern als endliche kleine Grössen 
angenommen, deren verschiedene Potenzen nach einander berücksichtigt 
werden. Die nachstehenden Entwicklungen sind daher Näherungsrech- 
nungen; dieselben lassen aber einen beliebigen Grad der Annäherung 
zu, in ähnlicher Weise, wie dies bei der Integration einer Differential- 
gleichung durch unendliche Reihen der Fall ist Das Mittel, um zu 
den verschiedenen angenäherten Gleichungen zu gelangen, besteht in 
einer streng durchgeführten Klassifikation der einzelnen Summanden 
nach Grössenordnungen; die Methode und die Principien der Rechnung 
sind im § 2 des ersten Abschnittes näher erörtert Die Abhandlung 
Kirchhoffs bezieht sich auch auf die Fälle, wo der Stab ein krystalli- 
nischer Körper ist; dagegen wird hier der Stab als ein isotroper Körper) 
angenommen. Ferner werden die Formveränderungen desselben im 
Folgenden als klein vorausgesetzt; das Problem der für Drähte etc. 
möglichen Gleichgewichtscurven, welches die KirchhofFschen Rechnungen 
umfassen, soll somit ausgeschlossen bleiben. Die hier gemachten Voraus- 
setzungen passen sich den Aufgaben über die Festigkeitsbestimmung 
eines Balkens oder Trägers an; bei letzteren wird die Annahme, dass 
die Formveränderungen klein bleiben sollen, fast immer als zulässig 
erachtet werden dürfen. 

In Betreff des Ergebnisses der angestellten Untersuchungen ist 
zwischen den Formeln der ersten Annäherung und den für die weiter- 
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i gebende Analyse geltenden Gleichungen zu unterscheiden. Die enteren 
werden für eine beliebige Form des Querschnitts des Stabes ermittelt; bei 
den letzteren tritt die Vereinfachung ein, dass in den zu integrirenden 
Systemen von Differentialgleichungen nur zwei unabhängige Variable 
vorkommen. Die Werthe, die in erster Annäherung erhalten werden, 
liefern die Gestalt des gebogenen Stabes und die Grösse der zur Längs- 
richtung des Stabes parallelen Normalkraft. Im Uebrigen wird dann, 
in Folge der Verminderung der Zahl der unabhängigen Veränderlichen 
auf zwei, das Problem auf die Frage reducirt, welche Verzerrung die 

. einzelnen zur Stabachse senkrechten Querschnitte erleiden. 

Nachdem im ersten Abschnitt die allgemeinen Gleichungen für 
den cylindrischen (respective für den von der Cylindergestalt nur 
wenig abweichenden) Stab, dessen Querschnitt beliebig bleibt, ab- 
geleitet worden sind, wird die Integration der transformirten, nur zwei 
unabhängige Variable enthaltenden Differentialgleichungen im zweiten 
und dritten Abschnitt für zwei einfache Fälle ausgeführt Es wird 
nämlich einerseits der Stab, dessen Querschnitt ein voller Kreis ist, 
andererseits der Hohlcylinder mit ringförmigem, durch zwei concen- 
trische Kreise begrenzten Querschnitt behandelt Die Tenne höherer 
Ordnung, welche durch diese Rechnungen gefunden werden, bilden die 
Ergänzung der in erster Annäherung geltenden Lösung und führen zu 
einer vollständigeren Kenntniss der Werthe der Verschiebungen und 
Druckkräfte. Es ergiebt sich, in Uebereinstimmung mit den Unter- 
suchungen de Saint -Venant 's, dass bei dem vollen Kreiscylinder die 
Massentheil eben, welche anfänglich auf einem Normalschnitt, d. h. auf 
, einer zur Gylinderachse senkrechten Ebene, liegen, sich nach Einwirkung 
der äusseren Kräfte auf einer Fläche 3ten Grades befinden; nur sind 
die Parameter dieser Fläche hier (in Folge der Belastung der Mantelfläche 
des Gylinders) nicht constant, sondern von Querschnitt zu Querschnitt 
wechselnd. Ferner erkennt man, dass der Mittelpunkt (Schwerpunkt) 
eines beliebigen Normalschnittes im Allgemeinen nicht der sogenannten 
neutralen Schicht angehört, dass letzteres vielmehr nur eintritt, wenn 
keine äusseren Kräfte an dem Bande des betreffenden Querschnitts 
angebracht sind. In den Formeln, die man für die Verschiebungen 
und die Druckkräfte erhält, zerfallen die Summanden in zwei wesent- 
lich von einander verschiedene Gruppen; die einen geben die Vorgänge 
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der ersten angenäherten Lösung und alle unmittelbar zugehörigen be- 
gleitenden Erscheinungen (wie die Qucrcontraction etc.) an; die anderen 
beziehen sich auf die Verzerrung , welche ein beliebiger Normalschnitt 
durch die auf seinen Rand einwirkenden Kräfte erfahren würde, falls 
diese allein vorhanden wären. Der Werth der zur Längsrichtung des 
Stabes parallelen Normalkraft, welche für die Frage der Tragfähigkeit 
des Stabes hauptsächlich in Betracht kommt, wird auf 3 Ordnungen, 
genau berechnet Die Deformation des Hohlcylinders unterscheidet sich, 
wie im dritten Abschnitt gezeigt wird, von der des vollen Cylinders 
namentlich durch das Hinzutreten einer secundären Biegung, welche 
sich in den einzelnen zur Cylinderachse senkrechten Ebenen vollzieht. 

Endlich werden im vierten Abschnitt bestimmte Fälle des ursprüng- 
lich gekrümmten Stabes betrachtet, auf welche das im ersten Abschnitt 
dargestellte Verfahren anwendbar ist. Dieselben beziehen sich auf die 
Aufgaben, bei denen die ursprüngliche Gestalt des Stabes durch eine 
ebene Curve angegeben wird, und die äusseren Druckkräfte zu der Ebene 
der letzteren Curve parallel sind. Für die Anwendungen haben gerade 
auch diese Probleme eine erhebliche Wichtigkeit, da man in gewissen 
Fällen, wo grosse Lasten zu tragen sind, eine in einer Vertikalebene 
liegende Curve als Stabachse wählt Es werden indessen im Folgenden 
nur die allgemeinen Gleichungen entwickelt, bei denen sowohl der 
Umriss des Querschnitts des Stabes, als die obengenannte ebene Curve 
beliebig bleiben. 

Die für die erste Annäherung geltenden Formeln, welche im ersten 
und im vierten Abschnitt abgeleitet werden, enthalten eine Begründung 
der Sätze, die Navier für die Stabbiegung aufgestellt, und durch die 
er mit grösstem Erfolge zuerst die Widerstandskräfte bei einem Stabe 
von beliebigem Querschnitt berechnet hat. Navier hat bekanntlich diese 
Sätze nicht streng bewiesen. Er geht von den Gleichgewichtsbedingungen 
des starren Systems aus und wendet dieselben auf den Theil des Stabes, 
der durch irgend einen Normalschnitt abgetrennt wird, an; jedoch macht 
er in Bezug auf die speciellen Vorgänge der Deformation mehrere 
Voraussetzungen, die völlig unbewiesen bleiben. Navier nimmt einer- 
seits an, dass die Massen theilchen, die anfangs zu je einem Normal- 
schnitt des Stabes gehören, auch nachher in einer Ebene liegen, und 
dass diese Ebene senkrecht zur elastischen Linie steht; andererseits denkt 
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er sich den cylindrischen Stab in ein Bündel von parallelen, unendlich 
dünnen Stäben aufgelöst, von denen er voraussetzt, dass sie keinen 
Druck auf einander ausüben. Hierdurch wird die Reduction des Bie- 
gungeproblems auf den einfachen (positiven oder negativen) Auszug 
der stabförmigen Körper möglich. Die von de Saint -Venant angege- 
benen Gleichgewichtszustände, bei denen nur die Endflächen des Stabes 
von äusseren Kräften in Anspruch genommen sind, finden sich (soweit 
es die Werthe der ersten Annäherung betrifft) in Uebereinstimmung mit 
dieser Theorie. In dem Wunsche, die Frage, ob die Navier'schen Sätze 
zutreffend seien oder nicht, für ein Beispiel, wo auch die Mantelfläche 
belastet ist, beantwortet zu sehen, hat der Verfasser in einer Abhand- 
lung, die im 81ten Bande des Crelle-Borchardt'schen Journals erschienen 
ist, — und deren Yerhältniss zu den nachstehenden Untersuchungen 
im § 1 7 näher erörtert wird — gewisse Fälle des cylindrischen Stabes 
mit kreisförmigem Querschnitt behandelt, für welche die allgemeinen 
Differentialgleichungen sich ohne Schwierigkeit integriren lassen. Es 
ergab sich, dass die Navier'sche Theorie in erster Annäherung vollständig 
richtig ist, wenn auch die genaueren Ausdrücke der Verschiebungen 
selbstverständlich complicirtere Vorgänge darstellen. Zu dem gleichen 
Resultat führen die im Folgenden angestellten Rechnungen. Welches 
auch der Querschnitt und die Belastung des cylindrischen Stabes sei, 
in erster Annäherung haben die Werthe der Verschiebungen und Druck- 
kräfte stets die von Navier behaupteten Eigenschaften (§ 5), und ähn- 
liche Formeln gelten für die im vierten Abschnitt behandelten Aufgaben 
des ursprünglich gekrümmten Stabes (§ 28). Die Navier'schen Sätze 
werden aber im Folgenden durch eine zusammenhängende Analyse 
gewonnen. Desshalb dürften diese Entwicklungen vielleicht auch da 
willkommen sein, wo die Rechnungen auf die erste Annäherung be- 
schränkt werden sollen, wie es bei den Vorträgen auf den polytech- 
nischen Schulen meistens der Fall sein wird. Die Einleitung und die 
§§ 1 — 5, 8 (auch die §§ 22 — 28) enthalten einfache und keineswegs 
weitläuftige mathematische Operationen, so dass man mit verbältniss- 
mässig geringer Mühe zu einer systematischen Herleitung jener Sätze 
gelangt Ausserdem kann die Navier'sche Theorie, welche unvollstän- 
dig ist, weil sie von den sechs inneren Druckkräften nur eine berück- 
sichtigt, dann in beliebiger Weise durch die weiteren Bestimmungen 
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der §§6, 7, 29 ergänzt werden, wodurch die einheitliche Darstellung 
der gesammten Deformation des Stabes gewahrt wird. Denn während 
die Navier'sche Theorie sowohl von der Torsion als von dem Auszug 
des Stabes abstrahirt, sind in den hier entwickelten Gleichungen alle 
Arten der elastischen Verschiebungen enthalten, und gleichzeitig ergiebt 
sich die relative Wichtigkeit der einzelnen Verschiebungen aus ihrer 
Grössenordnung. 

Der Vollständigkeit halber ist den Untersuchungen eine Ableitung 
der allgemeinen Differentialgleichungen der isotropen Körper voraus- 
geschickt worden. Im Interesse derjenigen Leser, die sich weniger 
mit der Elasticitätstheorie beschäftigt haben sollten, erschien es ange- 
messen, diese Einleitung hinzuzufügen, in welcher gesucht wird, die 
für das Folgende erforderlichen Formeln mit möglichst geringen mathe- 
matischen Mitteln herzustellen. 

Es bleibt nur übrig, dem Wunsche Ausdruck zu geben, dass 
dieses Buch bei allen Freunden der rationellen Mechanik eine gütige 
Aufnahme finden möge. 

Der Verfasser. 
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Einleitung. 



Die Differentialgleichungen für kleine Formveränderungen 

fester isotroper Korper. 



Juin fester Körper, auf den äussere Kräfte wirken, erfährt in 
Folge dieser Einwirkung eine Form Veränderung (Deformation), welche 
einerseits von seiner natürlichen Beschaffenheit, andererseits von der 
Grösse und Richtung der angebrachten Kräfte abhängt. Während in 
erster Annäherung bekanntlich die festen Körper als starr angesehen 
werden, ergiebt sich für die hier zu behandelnde genauere Theorie der 
Gleichgewichtsprobleme die Aufgabe, den Zusammenhang zwischen 
den äusseren Kräften und den Formveränderungen, welche sie an den 
Körpern hervorbringen, mit Hälfe gewisser auf die Erfahrung gegründeter 
Annahmen festzustellen. Es soll im Folgenden die Ableitung derjenigen 
Differentialgleichungen reproducirt werden, welche unter der Voraus- 
setzung gelten, dass die Formveränderung klein, und dass der 
feste Körper homogen und isotrop ist (d.h. an jedem Punkt und 
nach jeder Richtung hin das gleiche Verhalten zeigt). Von der In- 
tegration dieser Gleichungen unter gegebenen Grenzbedingungen hängt 
die Lösung der verschiedenen Probleme, die sich auf das Gleichgewicht 
der genannten Körper beziehen, ab. 

I. Die Verschiebungen und ihre Differentialquotienten. 

Man legt der Betrachtung einen Anfangszustand zu Grunde, 
welcher dem Falle entspricht, dass der feste Körper keinen äusseren 
Kräften unterworfen ist In diesem anfänglichen Gleichgewichtszustand 
habe ein beliebiges Massentheilchen m des Körpers die rechtwinkligen 
linearen Coordinaten x, y, z\ nach erfolgter Einwirkung der äusseren 
Kräfte habe es die Coordinaten x + g, y + tj } z + £. Durch g, % £ wer- 
den somit die Componenten derjenigen Verschiebung bezeichnet, welche 
das Theilchen m bei dem Uebergang des Körpers von der Anfangslage. 

l 
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in den neuen Gleichgewichtszustand erfährt. Die Grössen g, t], £ sind 
die Unbekannten des Problems; dasselbe ist gelöst, sobald g, rj, £ als 
Functionen von x, y, z ermittelt sind. Man macht die Voraussetzung, 
dass g, t] 7 £ stetige Functionen sind, welche nach dem Taylor* 
sehen Satz entwickelt werden können. Ein zu m benachbartes 
Massentheilchen m< habe anfangs die Coordinaten x + cUj y + b,-, 
z + U, seine Aus weich ungscomponenten sein g<, r\ £,-. Die relativen 
Coordinaten des Theilchens m in Bezug auf das Theilchen m, welche 
ursprünglich gleich a,-, b,-, c, sind, erhalten also durch die Deformation 
die Incremente g< — g, rj i — rj, £ t - — £. Da die Verschiebungen als 
Functionen der Anfangscoordinaten aufgefasst werden, so stellen g t -, 
tj £,- die Werthe dieser Functionen für die Argumente x + cw, y + b,-, 
z + d dar, während g, 77, £ die Werthe derselben für x, y, z sind. 
Die Anwendung des Taylor'schen Satzes führt daher zu den Gleichungen: 



(i.) 






•I 



Beschränkt man die Betrachtung auf die nächste Umgebung des Punktes 
m, so können wegen der Kleinheit der Abstände (u, 6<, u die 
Summanden, welche mit den Grössen zweiter oder höherer Dimension 
a?, ct|b< iL s. w. multiplicirt sind, vernachlässigt werden. Dann sind 
die Differenzen g, — g, ^ — tj f £< — £, von denen die Veränderungen 
der relativen Coordinaten in der Umgebung von m abhängen, durch 

die 9 Differentialquotienten —^, -^, . . . — ^ bestimmt Es soll die me- 

chanische Bedeutung dieser Differentialquotienten, die, wie ersichtlich, 
die gesammte Deformation der Umgebung von m enthalten, kurz er- 
läutert werden. 

Setzt man den Fall, dass -^ von Null verschieden, die übrigen 

ox 

8 Differentialquotienten aber gleich Null sind, so findet, abgesehen von 

der Ausweichung g, tj, g, welche allen Theilchen der Umgebung von m 

dB 
gemeinsam ist, bei m* nur die relative Verschiebung -r 5 - o,- parallel 

ux 

der «-Achse statt. Die Verschiebung ist somit für diejenigen Theil- 
chen identisch , die anfänglich in derselben zur x = Achse senkrechten 
Ebene liegen, und da sie der relativen Coordinate a { proportional ist, 
so stellt sie eine gleichmäpsige Zusammendrückung oder einen gleich- 
massigen Auszug in der zur «-Achse parallelen Richtung dar, je- 
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nachdem ^=- negativ oder positiv ist. Die Grösse -—■ hängt , ebenso 

wie die übrigen ersten Differentialquotienten, von der Wahl der Längen- 
einheit nicht ab; denn sie ist gleich dem Quotienten zweier Längen 
und giebt das Mass für die Zusammendrückung, respective den Auszug 
an. Man nennt dieselbe die lineare Dilatation in der Richtung der 

x-Achse. Man kann -£- auch als diejenige Ausweichung bezeichnen, 

welche das von m um die Länge 1 entfernte und auf der Parallelen 

zur x-Achse gelegene Theilchen unter den obigen Voraussetzungen 

dB 
ausführen würde. — Eine analoge Bedeutung wie -~- haben die Diffe- 

dx 

rentialquotienten — ^ und -~- ; man hat nur die x- Achse mit der y- 
und der z-Aohse zu vertauschen. 

Ist eine der Grössen — " oder^ allein von Null verschieden, so 

dx dx ' 

führen wiederum die Theilchen, welche in je einer zur x- Achse senk- 
rechten Ebene liegen, eine gleiche Bewegung, ~P~ a< oder -~- a<, aus, 

dx ax 

aber in einer zur x-Achse senkrechten Richtung. Denkt man sich also 
den betrachteten kleinen Massencomplex in dünne Schichten parallel 

der t/z-Ebene getheilt, so drücken —*- und ~- eine Gleitung dieser 

Schichten gegen einander aut, wobei die Dichtigkeit keine Aenderung 

erfährt Entsprechendes gilt von den Grössen — -, -~. --, -^-. Man 

r ° dy dy 1 dz 1 dz 

kann sich wegen der linearen Beschaffenheit der vorausgesetzten Aus- 
drücke von g* — g, tj { — tj, £< — £ die einzelnen Bewegungen, die den 
9 Differentialquotienten entsprechen, als nacheinander erfolgend vor- 
stellen; denn hierdurch wird ein beliebiges Theilchen rru genau zu 
demselben Ort geführt, als wenn die 9 Bewegungen gleichzeitig ge- 
schehen. 

Es soll die Voraussetzung gemacht werden, dass die genannten 9 
Differentialquotienten so klein sind, dass man ihre Quadrate 
und Produkte nebenden ersten Potenzen vernachlässigen kann. 
In Folge dieser Annahme lässt sich die mechanische Bedeutung der 
6 Differentialquotienten 

dri d$ dg rfg dg dhi 

dx' dx' dy' dy' dz' dz 
noch in anderer Weise aussprechen. Man ziehe von dem Theilchen m 
aus, dessen Umgebung man betrachtet, drei Gerade mM u mM %} mM z 
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parallel drei positiven den Zweigen der Coordinatenachsen, und setze den 
Fall, dass von den 9 Differentialquotienten nur -%- von Null verschie- 
den ist. Die anfänglich auf der Geraden mM { befindlichen Theilchen 
liegen dann nach Eintritt der Formveränderung auf einer anderen 
Geraden, welche mM{ heissen möge. Die auf mM t und mM z befind- 
lichen Theilchen bleiben dagegen auf diesen Geraden, wenn man sich 
das kleine Kreuz mM u mM 2 , mM z gleichzeitig mit m und parallel mit 

sich selbst fortgerückt denkt. Da die durch --£ ausgedrückte Verschie- 
bung der y-Achse parallel ist, so ist 
durch dieselbe der rechte Winkel Fi &- *• 

M v mMi in den Winkel M{mM 2 über- 
gegangen, welcher spitz oder stumpf 

ist, jenachdem -^- das positive oder 

das negative Vorzeichen hat Wegen 
der vorausgesetzten Kleinheit der Dif- 
ferentialquotienten ist nun der Winkel 
MitnM{ } um den sich der rechte Winkel 

MitnMi vermindert hat, gleich -^L zu 



dx 



drj 




rechnen. Denn ^ ist, abgesehen vom 

dx 

Vorzeichen, gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels M { mM[, 

da ein Theilchen tn u welches auf der Geraden mM Y im Abstand a t 

von m liegt, die relative Ausweichung m x m[ = <*i ;r^ erleidet Tangente 
und Bogen des kleinen Winkels M y mM[ sind hier als identisch zu be- 
trachten, so dass der Winkel selbst den Werth -2- hat Das Vorzei- 
gte 

eben bestimmt sich, wie leicht zu sehen, in der Art, dass das Increment 
des rechten Winkels M^mM^ stets gleich — -%- ist. Wenn man analog 

d£ 
den Differentialquotienten — - allein von Null verschieden nimmt, so ver- 
mindert sich der rechte Winkel M { mM 2 um einen Winkel M 2 mM' h 
welcher gleich -^- ist Denn alsdann tritt bei den Theilchen auf mM v 

keine Aenderung der relativen Coordinaten ein; dagegen gehen die auf 
mM 2 liegenden Theilchen auf die Linie mM'% über, indem sie eine der 
a:- Achse parallele Verrückung erleiden, welche im Abstände 1 von m 

® sein würde. Sind -— und -£- gleichzeitig von Null ver- 



gleich 



dy 



äy 



dx 
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schieden, so erfährt der rechte Winkel M x mM % , da er in den Winkel 
MimMb übergeht, den Zuwachs — (•£- + ~M. 

Setzt man nun den Fall, dass im Punkte m von den 9 Differential- 
quotienten nur— und -r- von Null verschieden sind, und dass zwischen 
^ dy dx 

diesen die Gleichung — + -2. = besteht, so findet bei dem Massen- 

ö dy dx 

comp lex, der die unmittelbare Umgebung von m bildet, gar keine De- 
formation statt. Vielmehr führt derselbe nur eine Rotation aus, bei der 
die MasBentheilchen ihre anfängliche relative Lage zu m beibehalten, 
und deren Drehungsachse zur z- Achse parallel ist Der Rotationswinkel 

stimmt mit -ß, = — #2 oder mit 1(^- — ^L) überein. 

dy 1 dx' 2\dy dx) 

In den folgenden Rechnungen ergiebt dieser Umstand den Schluss, 

dass die elastischen Kräfte, die in der Umgebung von m durch die 

Deformation hervorgerufen werden, nur in bestimmter Weise von den 

6 Differentialquotienten 

dl tfg ty dy d£ d£ 

dy' dz' dx' dz 9 dx' dy 

abhängen können, nämlich dass dieselben (bei der hier betrachteten 

Annäherung) ausschliesslich Functionen der Binome 

dz^ dy' dx^ dz' dy ^ dx 
sind. Sobald die letzteren Binome und gleichzeitig die Differential- 
quotienten -ß-, -P , -£- für den Punkt m gleich Null sind, müssen 
^ dx' dy' dz 

auch die elastischen Kräfte daselbst verschwinden, da, wie bewiesen, 

alsdann in der unmittelbaren Umgebung von m gar keine Deformation 

stattfindet. 

Für die Aenderung, welche die Dichtigkeit im Punkte m erfährt, 

ergiebt sich ein einfacher Ausdruck durch die Differentialquotienten 

der Verschiebungen. Die 6 Differentialquotienten 

dl dg (fy dti d£ rfg 

dy' dz' dx' dz' dx' dy 

haben, wie im Vorhergehenden gezeigt wurde, auf die Dichtigkeit 

keinen Einfluss. Dieselben können daher, wenn es sich um die Dich- 

tigkeitsänderung im Punkte m handelt, gleich Null gesetzt werden, so 

dass nur -=*-, v , -£ von Null verschieden bleiben. Der Zuwachs der 
dx 7 dy' dz 

Dichtigkeit ergiebt sich unmittelbar aus dem Volumenzuwachs, welcher 

zunächst ermittelt werden soll. Die anfängliche constante Dichtigkeit 

heisse D. Man trage in der Anfangslage vom Theilchen m aus auf 
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den drei (den Coordinatenachsen parallelen) Linien mM i} mM u mM % 
die respectiven kleinen Strecken a, ß, y ab, und vervollständige das 
Parallelepiped, dessen Kanten diese Strecken sind. Die Verschiebungen, 

welche den Werthen -^-, — ^, -p entsprechen, verwandeln dasselbe in 

ein anderes kleines Parallelepiped, das ebenfalls rechtwinklig ist, und 
dessen Kanten, wie aus den oben angestellten Betrachtungen hervor- 
geht, gleich den Produkten a (l + j|V ß (l + ^-\ y (\ + ^\ sind. 

Das auf die Volumeneinheit bezogene Volumenincrement wird die ku- 
bische Dilatation genannt und möge duich den Buchstaben & be- 
zeichnet werden. Dann erhält man offenbar den Werth von &, indem 
man den Zuwachs des Volumens des Parallelepipeds durch das ur- 
sprüngliche Volumen aßy desselben dividirt Auf diese Weise ergiebt 
sich die Gleichung 

M'+ä)('+f)('+SH 

oder, weil die Produkte aus — -, ~, -~ neben den ersten Potenzen 
7 dx 7 dy dz 

dieser Grössen vernachlässigt werden, die folgende: 

Um hieraus das Increm ent der Dichtigkeit abzuleiten, hat man nur zu 
beachten, dass das Produkt aus Volumen und Dichtigkeit constant bleibt, 
da es die Masse darstellt. Die nach der Deformation vorhandene 
Dichtigkeit ist folglich gleich D, multiplicirt mit dem Quotienten aus 
dem Volumen des ersten und dem des zweiten Parallelepipeds. Der 
letztere Quotient ist aber gleich 

^i ^i ^$ 

oder, wenn man entwickelt und die höheren Potenzen fortiässt, gleich 

dx dy dz ' 
Daher findet man für den Zuwachs der Dichtigkeit den Werth — D&. 



IL Die Druckkräfte. 

Der Widerstand, den ein fester Körper den äusseren Kräften ent- 
gegensetzt, wird der Cohäsion zugeschrieben, deren Ursprung man in 
der gegenseitigen Anziehung und Abstossung der Moleküle sucht. Es 
soll hier auf die Art und Weise eingegangen werden, in welcher sich 
die Cohäsion an den einzelnen Flächen geltend macht Wenn man 
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irgend eine Ebene durch den betrachteten Körper legt, so wirken die 
Hassentheilchen diesseits und die Massentheilchen jenseits derselben 
mit gewissen Kräften auf einander ein. Durch die Zusammenfassung 
dieser Kräfte entstehen die Druckkräfte, welche man der Fläche — 
nicht der Masse — proportional rechnet. (Der Begriff „Druckkraft" wird 
hier in dem allgemeineren Sinne angewendet, dass auch die Zugkräfte 
und die eine Gleitung bewirkenden Kräfte einbegriffen .werden). Man 
nimmt an, dass die Molekularattractionen, aus denen die Druckkräfte sich 
zusammensetzen, nur innerhalb sehr kleiner Entfernungen beträchüiohe 
Werthe haben, und dass daher zu den an einem bestimmten Punkt 
auftretenden Druckkräften nur die Massentheilchen der nächsten Um- 
gebung, welche als Wirkungssphäre bezeichnet wird, beitragen, eine 
Voraussetzung, die man aus dem beobachteten grossen Unterschied 
zwischen den Cohäsions- und den Adhäsions-Kräften fester Körper 
abstrahirt Nennt man m ein diesseits der Ebene und in unmittelbarer 
Nähe derselben gelegenes Massentheilchen, so kann man die Kräfte, 
mit denen die jenseits der Ebene befindlichen Theilchen auf m wirken, 
in eine Resultante vereinigen. Analog verfährt man bei allen in der 
Umgebung von m liegenden Theilchen ro', m" etc. Indem man dann 
diese Resultanten benachbarter Theilchen wegen der Stetigkeit der 
Aenderung als parallel annimmt, gelangt man zu dem Begriff der aus 
einer grossen Zahl solcher paralleler Kräfte bestehenden Druckkraft, 
welche somit der Grösse des Flächenelementes, an welchem sie auftritt, 
proportional ist Man setzt nun ferner die Druckkräfte als stetige 
Functionen der Raumcoordinaten voraus. Sind a> und co' zwei 
Flächenelemente, welche in der erwähnten Ebene, aber in verschiedenen 
Theilen derselben, liegen, so ist im Allgemeinen die Druckkraft, welche 
zu cd gehört, sowohl in Grösse als in Richtung von der zu a/ gehörigen 
verschieden. Die Grösse der ersteren Kraft werde durch das Produkt 
a>P 9 die der letzteren durch <o' P* gemessen; dann soll, jener Voraus- 
setzung zufolge, bei Einschaltung der zwischen co und co' liegenden 
Flächenelemente der Werth P stetig in P s übergehen, und ebenso soll 
die Richtung der Kräfte eine stetige Aenderung aufweisen. — Bei der 
soeben angewendeten Bezeichnungsweise werden die Druckkräfte auf 
die Flächeneinheit bezogen. Denn die auf das Flächenelement co 
wirkende Druckkraft wurde gleich a>P gesetzt; also stellt P die Druck- 
kraft, welche zur Flächeneinheit gehört, dar, wenn man sich letztere 
in gleichmässiger Weise in Anspruch genommen denkt, derartig, dass 
bei jedem Element von der Grösse a> die gleiche und gleichgerichtete 
Kraft coP vorhanden ist. Die Flächeneinheit soll in dieser Weise für 
alle Druckkräfte, die in den nachstehenden Rechnungen vorkommen, 
der Bezeichnung zu Grunde gelegt werden. 
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Bei jedem Flächen eleraent der betrachteten Ebene treten zwei 
nur durch das Vorzeichen von einander verschiedene Druckkräfte auf. 
Die Druckkraft, mit welcher an dem Element a> die Massentheilchen 
diesseits der Ebene auf die jenseits wirken, wird als gleich und ent- 
gegengesetzt derjenigen angesehen, welche die Einwirkung der Theil- 
chen jenseits auf die diesseits darstellt, weil man sich alle Druckkräfte 
aus gegenseitigen Anziehungen und Abstossungen entstanden denkt 
In dem Fall, dass die Ebene einer der Coordinatenebenen parallel ist, 
beziehen sich die im Folgenden eingeführten Bezeichnungen der Druck- 
kraftscomponenten stets auf diejenige Druckkraft, welche aus der 
Einwirkung der Seite der grösseren Coordinaten auf die Seite der klei- 
neren Coordinaten entspringt Das Vorzeichen der Kräfte selbst ist, 
der allgemein gültigen Definition gemäss, positiv oder negativ, jenach- 
dem dieselben die Coordinaten der Massentheilchen, auf die sie wirken, 
zu vergrös8ern oder zu verkleinern streben. 

Ebenso wie die Verschiebungen g, tj, £ fasst man auch die Druck- 
kräfte als Functionen der anfänglichen Coordinaten x, y y z auf. Es 
ist wohl zu beachten, dass die Druckkräfte, die nach der Deformation 
an irgend einem Punkte auftreten, nicht als unmittelbare Functionen 
der augenblicklichen Coordinaten, sondern als Functionen der ursprüng- 
lichen Coordinaten der daselbst befindlichen Massentheilchen hergestellt 
werden sollen. In Folge dessen geschieht auch die Bezeichnung der 
einzelnen Druckkräfte in der Art, dass man dieselben auf die Flächen- 
elemente der Anfangslage, nicht auf die nach der Deformation vor- 
handenen, bezieht Aus der zur x-Achse senkrechten Ebene, welche in 
der Anfangslage das Theilchen m enthält, schneide man ein kleines 
Rechteck aus, dessen eine Ecke in m liegt, und dessen Seiten dy und 
dz der y~ und z- Achse parallel sind. Dasselbe geht, wenn man die 
auf ihm befindlichen Theilchen verfolgt, durch die Deformation in ein 
anderes Flächenelement über, welches im Allgemeinen sowohl nach 
Flächeninhalt, als nach Lage und Umriss von dem Rechteck der An- 
fangslage verschieden ist Indessen soll die daselbst angreifende 
Druckkraft dennoch so bezeichnet werden, dass man sie proportional 
zu dy dz rechnet, da man die eingetretene Aenderung der Grösse der 
Fläche leicht auf den Ausdruck der Kraft tibertragen kann. Die der 
»r-, y-, z-Achse parallelen Componenten der genannten Druckkraft, welche 
(nach der Deformation) auf das ursprünglich zur tf-Achse senkrechte 
Flächenelement dydz wirkt, mögen durch 

X x dydz, Y x dydz, Z x dydz 
bezeichnet werden, so dass X x , Y x , Z x die auf die Flächeneinheit be- 
züglichen Kräfte sind. Den oben gegebenen Definitionen gemäss sind 
X X) Yx, Z x Functionen von x, y f z 7 die für das Argument x 9 y, z die 
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am Punkte x+g y y+y, z+£ auftretenden Druckkräfte darstellen, und 
sich auf die Einwirknng der Seite der grösseren x auf die Seite der 
kleineren x beziehen. 

In analoger Weise betrachtet man im Anfangszustand zwei durch 
m gehende Rechtecke mit dem Inhalt dxdz und dxdy, welche zur y-, 
respective z-Achse senkrecht stehen. Die Flächen, in die diese kleinen 
Rechtecke nach der Deformation übergegangen sind, mögen durch 
Druckkräfte in Anspruch genommen sein, welche parallel der x- 7 y-, 
z-Achse die Componenten 

X ¥ dxdz, Fydxdz, Z y dxdz, 
bezüglich 

X z dxdy, Y g dxdy } Z g dxdy 
haben. — Bei der hier angewendeten (von Kirchhoff herrührenden) 
Bezeichnungsweise der Componenten giebt der Index stets diejenige 
Coordinatenachse an, zu welcher das betreffende Flächenelement an- 
fanglich senkrecht war, während der grosse Buchstabe der Richtung 
der Componente selbst entspricht. 

Die obigen 9 Componenten zerfallen in zwei Klassen. Die Grös- 
sen X z , Y yj Z K nennt man Normalcomponenten, weil ihre Richtung 
mit der Normale des Flächeneleraents, auf das sie wirken, zusammen- 
fällt Die Kräfte Y x , Z X} X y , Z yi X g , Y t werden aus analogem Grunde 
Tangentialcomponenten genannt. 

Ein fester Körper wird im Allgemeinen sowohl durch äussere 
Druckkräfte, die an seiner Oberfläche wirken, als auch durch Kräfte, 
welche der Mapse proportional sind (wie z. B. die Schwerkraft), in An- 
spruch genommen. Grenzt man im Innern des Körpers irgend ein 
Volumen ab und sucht die Gleichgewichtsbedingungen für dasselbe auf, 
so hat man neben den der Masse proportionalen Kräften diejenigen 
inneren Druckkräfte zu berücksichtigen, welche an den Grenzflächen 
des Volumens auftreten. Es ist nun wesentlich, zu bemerken, dass 
falls das abgegrenzte Volumen sehr klein genommen wird, die der 
Masse proportionalen Kräfte von höherer Ordnung als 
die Druckkräfte sind. Die Grössen X X} X y , . . ., welche die Werthe 
von Druckkräften für die Flächeneinheit angeben, sind von der Ordnung 
der endlichen Zahlen. Denn diese Kräfte sind im Stande, den Massen- 
kräften, die sich auf endliche Massen beziehen, das Gleichgewicht zu 
halten. Man nehme z. B. den Fall, dass zwei der Schwerkraft unter- 
worfene Würfel mit der Kante 1 vorhanden seien, und dass der eine 
auf den anderen gestellt werde. Dann ist die Druckkraft, welche an 
der unteren Fläche des oberen und an der oberen Fläche des unteren 
Würfels auftritt, gleich dem Gewicht des oberen Würfels, obwohl (wegen 
der Kleinheit der Wirkungssphäre) zu jener Druckkraft nur die an- 
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ziehenden und abstossenden Kräfte einer ausserordentlich dünnen Schicht 
von Massentheilchen beitragen. Betrachtet man also ein Volumen, dessen 
sämmtlicbe Dimensionen sehr klein sind, so sind die Druckkräfte, die 
auf dasselbe wirken, von der zweiten Ordnung, weil sie der Fläche 
proportional sind, die Massenkräfte dagegen von der dritten, womit 
die obige Behauptung erwiesen ist Dies führt zu dem weiteren Schluss, 
dass an jedem unbegrenzt kleinen Volumen die Druckkräfte, da sie 
ausserordentlich gross im Vergleich zu den Massenkräften sind, für 
sich allein im Gleichgewicht stehen müssen. Die der Masse propor- 
tionalen Kräfte kommen für ein sehr kleines Volumen erst in Betracht, 
nachdem die Grössen zweiter Ordnung sich gegenseitig aufgehoben haben. 



m. Die Qleiohgewiohtsbedingnngen für das Innere. 

Um die Gleichgewichtsbedingungen, welche für einen Punkt im 
Innern des Körpers gelten, zu erhalten, ziehe man, wie oben, in der 
Anfangslage vom Theilchen m aus, dessen Goordination x, y, z sind, 
drei kleine Strecken mA, mB, tnC parallel den positiven Coordinaten- 
achsen, und construire das Parallelepiped , dessen Kanten dieselben 
bilden. Die Längen mA, mB, mC werden wiederum durch a 9 ß,y be- 
zeichnet; das Theilchen m möge in endlichem Abstand von der Ober- 
fläche des Körpers liegen. Auf das kleine Volumen, in welches das 
Parallelepiped nach Eintritt der Deformation übergegangen ist, kann 
man die 6 Gleichgewichtsbedingungen des starren Systems anwenden, 
da diese für einen beliebigen Complex von Massentheilchen gelten. 
Die proportional zur Masse wirkenden Kräfte denke man sich an jedem 
einzelnen Theilchen zu einer einzigen Kraft vereinigt; die den Coordi- 
natenachsen parallelen Componenten dieser letzteren, bezogen auf die 
Masseneinheit, nennt manj^, F ,Z . Es sollen zunächst die drei 
Gleichgewichtsbedingungen , welche die 
Summen der Componenten der Kräfte be- 
treffen, aufgestellt werden. 

In der Seitenfläche des Parallelepi- 
ped s, die durch m geht und zur a; -Achse 
senkrecht steht, sei in der Anfangslage K { 
ein beliebiger Punkt, rings um welchen 
man sich ein unendlich kleines Flächen- 
element co{ abgegrenzt denkt. Von dem 
Punkt Ki ziehe man parallel der or-Achse 
eine Gerade, deren Durchschnittspunkt 
mit der gegenüberliegenden Seitenfläche 
des Paralellepipeds durch K\ bezeichnet <*>$*> 
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wird, und schneide bei Kl aus der Seitenfläche ein zu a> { congruentes 
Flächenelement cot aus. Der Punkt K { stimmt in der x-Coordinate mit 
m überein; seine anderen Coordinaten seien y+b tj z+u- Dann hat 
der Punkt Ki die Coordinaten x+a, t/+b,-, z+c*. Die nach der Defor- 
mation auftretenden Druckkräfte X x , Y x , Z x sind hiernach, abgesehen 
vom Vorzeichen, bei dem Element co< für das Argument x, y-f b<, z+c, 
und bei dem Element a>i für das Argument x+a, y+\ z+d zu nehmen. 
Man setzt voraus, dass die Druckkräfte, als stetige Functionen der 
Raumcoordinaten, nach dem Taylor'schen Satze entwickelt werden 
können. Indem man wegen der völlig unbegrenzten Kleinheit der 
Längen er, b t , c* diese Entwickelungen auf die Glieder, welche mit den 
ersten Potenzen von a, b,-, d multiplicirt sind, beschränkt, erhält man 
für die der x-Achse parallelen Componenten die Gleichungen 

X x (*, y + K z + u) = X x + d -^-b i+ *£ % 

wobei die Function X x rechts stets das Argument x, y } z hat. Nun 

sind bei cd* die Druckkräfte ihrer Definition nach mit dem negativen 

Vorzeichen behaftet, weil das Parallelepiped daselbst von Kräften in 

Anspruch genommen wird, welche die Einwirkung der Seite der kleineren 

Coordinaten auf die Seite der grösseren Coordinaten darstellen. Bei 

cd\ kommt dagegen gemäss derselben Definition das positive Vorzeichen 

zur Anwendung. Die der x- Achse parallele Componente, welche bei 

coi wirkt, wird folglich durch 

( dX x u dX x 

und die bei cdJ wirkende, wenn man die Gleichheit der Flächen eo, und 
(Di berücksichtigt, durch 

, )„ . dX x . d X x u dX x 

angegeben. Da man bei Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung 
sämmtliche der x- Achse parallelen Componenten zu addiren hat, so 
kann man zunächst die bei cö, und a>i auftretenden vereinigen; die 

Summe derselben ist aber gleich ~- a cd,. Bei der ferneren Summa- 

ax 

tion über die verschiedenen Elemente cd* und coj, aus denen sich die 

beiden zur x- Achse senkrechten Seitenflächen des Parallelepipeds zu- 

sammensetzen, treten die Factoren -j-^ und a vor das Summenzeichen, 

da sie bei dem Variiren von b< und u unverändert bleiben. Die 2 an 
wird aber gleich der Rechteckfläche ßy. Die Druckkräfte, welche auf 
die zwei betrachteten, einander gegenüberliegenden Seitenflächen wirken, 
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tragen also zu der Summe der zor a;- Achse parallelen Componenten 
den Werth 

bei. In analoger Weise ergeben sieb die Ausdrücke 

dy ^ lf dz ^ 7 
als die Beiträge, welche die zur y-, resp. z- Achse senkrechten Seiten- 
flächen zu der genannten Componentensumme liefern. Die Grössen 
zweiter Ordnung haben sich hier vollständig fortgehoben; die obigen 
übriggebliebenen Werthe sind, da sie aßy als Factor enthalten, von 
der 3. Ordnung, also von derselben, wie die der Hasse proportionalen 
Kräfte. Letztere liefern bei dem kleinen Parallelepipcd fbr die der 
or-Achse parallele Richtung die Componente 

wo D die Dichtigkeit bedeutet Hiernach lautet die Gleichgewichtsbe- 
dingung, welche sich auf die der or-Achse parallelen Componenten bezieht, 

Nach Aufstellung der analogen Bedingungen für die zur y- und zur 
z- Achse parallelen Componenten und nach Division durch aßy erhält 
man folglich das Gleichungssystem: 



(3.) 



dx dy dz 7 

dx dy dz 



dx dy dz 

Im Fall der Bewegung hat man, nach dem d'Alemhert'schen 

Princip, zu den obigen Componentensummen die Produkte aus der 

Masse des Parallelepipeds und den respectiven Beschleunigungscompo- 

nenten mit negativem Vorzeichen hinzuzufügen. Da die Coordinaten des 

Theilchens m zur beliebigen Zeit t durch a; + §, y + y, z + £ angegeben 

werden , und die Anfangscoordinaten x, y, z nicht von t abhängen, so 

(P£ dh) dtt 
sind die Beschleunigungscomponenten gleich -z-|, ~ 9 —|. Folglich 

treten die Summanden 

-Dafrfg, -Daßrp t , -Daß r § 
zu den Componentensummen hinzu, so dass die rechten Seiten der 

d%£ j*2*) W2/* 

Gleichungen (3.) dann nicht gleich 0, sondern gleich D -r-|, D ^~, D -^ 
zu nehmen sind. 
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Die übrigen 3 Gleichgewichtsbedingungen beziehen sich auf die 
Kräftepaare. Dieselben liefern 3 Gleichungen, in denen die Druckkräfte 
selbst, nicht ihre Differentialquotienten, vorkommen, weil bei den 
Drehungsmomenten die Grössen beträchtlichster Ordnung sich nicht, 
wie es bei den Componentensummen der Fall war, gegenseitig fort- 
heben. Als derjenige Punkt, von dem aus die Hebelarme gerechnet 
werden (der bekanntlich beliebig ist), werde der Mittelpunkt des be- 
trachteten kleinen Parallelepipeds genommen. Um zunächst das Moment 
für diejenige Drehung, deren Achse der z- Achse parallel ist, zu bilden, 
zieht man durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds eine Gerade QQ' 
parallel der z - Achse. Dann ergiebt sich das erwähnte Drehungsmoment, 
wenn jede zur x- oder y- Achse parallele Componente mit dem loth- 
rechten Abstand ihrer Bichtung von der Geraden QQ 1 multiplicirt, und 
sämmtliche Produkte unter Berücksichtigung des 'Vorzeichens der Dre- 
hungsrichtung addirt werden. Man fixire wiederum auf den zur x~ Achse 
senkrechten Seitenflächen des Parallelepipeds zwei Punkte K { und A?, 
deren anfängliche Coordinaten x, y + bi } z + u, bezüglich x + a, y + b,-, 
z + u sind, und grenze um dieselben zwei congruente Flächenelemente 
coi und m 4 i ab. Die Kräfte X X} Y Xf welche bei a>i auf das Parallelepiped 
wirken, unterscheiden sich in ihrem absoluten Werthe von den bei er- 
wirkenden nur um Grössen höherer Ordnung, haben jedoch die ent- 
gegengesetzte Bichtung. Es ist leicht zu sehen, dass die Normalkräfte 
X x auf das betrachtete Drehungsmoment keinen Einfluss haben. Der 
lothrechte Abstand der Verbindungslinie K { K\ von der Geraden QQ 1 ist 
Hebelarm sowohl für die bei K { als die bei K\ auftretende Kraft X^ 
und da diese Kräfte einander gleich und entgegengesetzt sind, wenn 
von Grössen höherer Ordnung abgesehen wird, so heben ihre Drehungs- 
momente sich gegenseitig auf. Von den Tangentialkräften Y x hat da- 
gegen die bei K\ wirkende einen Hebelarm, der in entgegengesetztem 
Sinne gemessen wird, als der Hebelarm für die Kraft Y x bei K { \ und 
da die Kräfte selbst eine entgegengesetzte Bichtung haben, so wirken 
ihre Drehungsmomente in gleichem Sinne. Die zwei Tangentialkräfte 
bei Ki und K\ bilden ein Kräftepaar, dessen Moment gleich a co, Y x 
ist, da die Grösse der Kräfte durch ±coiY X) und der lothrechte Ab- 
stand ihrer Bichtungen von einander durch a angegeben wird. Indem 
man über die beiden zur x- Achse senkrechten Seitenflächen summirt, 
wobei 2a>i gleich ßy zu nehmen ist, gelangt man zu dem Besultat, dass 
diese Flächen zu dem Moment der in Bede stehenden Drehung den Beitrag 

aßr Y x 
liefern. 

Behandelt man ebenso die Flächen des Parallepipcds, die zur 
y- Achse senkrecht sind, so heben sich die Normalkräfte ± Y 9 gegen- 
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seitig auf, und das von den Tangentialkräften X, herrührende Moment 
hat den Werth aßyX,. Indessen sind die Drehungsrichtungen dieses 
und des oben behandelten Kräftepaars einander entgegengesetzt, so dass 
einer der Ausdrücke aßyV x und aßyX, mit — 1 multiplicirt werden 
muss. Man rechne in der #y-Ebene diejenige Drehungsricbtung als die 
positive, bei welcher die positive x- Achse durch eine Drehung von 
90° in die positive y- Achse fällt Dann wird, falls die Kräfte Y x 
und X y positiv sind, durch erstere eine Drehung im positiven, durch 
letztere eine Drehung im negativen Sinne erstrebt. Die Momenten- 
summe enthält daher die Terme + aßyV x und — aßyX y . Es ist ferner 
zu bemerken, dass die Kräfte, welche an den zur z- Achse senk- 
rechten Seitenflächen des Parallelepipeds wirken, ohne Einfluss auf 
eine Drehung sind, deren Achse der z- Achse parallel ist; die zu- 
gehörigen Momente heben sich gegenseitig auf, da man an je zwei 
gegenüberliegenden Punkten entgegengesetzte Kräfte mit gleichen und 
gleichgerichteten Hebelarmen zu multipliciren bat Endlich fallen die 
der Masse proportionalen Kräfte bei dieser Rechnung, wo a, ß, y be- 
liebig klein gewählt werden können, ebenfalls fort. Denn die Momente, 
die von den Massenkräften herrühren, sind in Bezug auf die Grössen 
ö, ß. y von der 4. Ordnung, also von höherer Ordnung als die Momente 
der Druckkräfte, so dass sie neben letzteren nicht in Betracht kommen. 

Da sich auf diese Weise das schliessliche Moment 

aßy(r x -X,) 

ergeben hat, so liefert die erste der auf die Drehung bezüglichen 

Gleichgewichtsbedingungen die Gleichung 

*dLy a ^ = I x* 

Die Betrachtung der Momente derjenigen Drehungen, deren Achse der 
x- und der y- Achse parallel ist, führt analog zu der Identität je 
zweier der übrigen 4 Tangentialkräfte, und man erhält somit das 
Gleichungssystem 

y*,) Ig = Zy, Z X ==s Xg } Xy = Ix* 

Man beachte, dass im Fall der Bewegung die Gleichungen (4.) 
ebenfalls erfüllt sind. Denn die Kräfte, die man nach dem d'Alem- 
bert 'sehen Princip hinzuzufügen hat, gehören in die Ordnung der zur 
Masse proportionalen Kräfte, welche zu den Drehungsmomenten des 
kleinen Parallelepipeds überhaupt nur einen zu vernachlässigenden 
Beitrag liefern. 

IV. Die Bedingungen für die Oberfläche. 

Zu den Gleichungen (3.) und (4.), welche für jeden Punkt im Innern 
des Körpers gelten, treten weitere Gleichungen, welche sich auf die 
Oberfläche des Körpers beziehen. Die an irgend einem Oberflächenelement 
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dQ angreifenden äusseren Druckkräfte vereinigt man in eine Resul- 
tante, und zerlegt letztere in ihre der x-, y-, z- Achse parallelen 
Componenten , die durch XdSt, Vd&, Zdü bezeichnet werden mögen. 
Die Grössen X, V, Z sind Functionen derjenigen Coordinaten, welche 
die einzelnen Punkte der Oberfläche von einander unterscheiden. In 
dem betrachteten Körper sei P ein Punkt, der in unmittelbarer Nähe 
der Oberfläche liegt Man führe von P aus eine Parallele zur a>Achse, 
welche die Oberfläche im Punkt A treffen möge, und bezeichne die 
Länge der kleinen Strecke PA durch a. Ebenso zieht man die 
kleinen Linien PB, PC, deren Länge ß, y sei, parallel der y- und 
der z-Achse bis zur Oberfläche. Das Oberflächenelement, welches die 
Punkte A, Bj C enthält, ist wegen der unbegrenzten Kleinheit von a, ß, y 
als eben anzusehen; das Dreieck ABC, dessen Flächeninhalt man durch 
r bezeichnet, bildet dann die Grundfläche einer kleinen dreiseitigen 
Pyramide, als deren Spitze man den Punkt P nimmt. Die nach aussen 
gerichtete und durch P gehende Normale PN der Oberfläche bilde mit 
den positiven Coordinatenachsen die Winkel X, fi, v, welche zunächst 
als spitz vorausgesetzt werden sollen. Dann bestehen, da die 3 Seiten- 
flächen der Pyramide die Projectionen der Basis sind, und die Neigungs- 
winkel der Ebenen durch die Winkel zwischen ihren Normalen gemessen 
werden, die Beziehungen 

&PBC= ißy = tcosjI, 

A PCA = \ya = tcos/k, 

A PAB = i aß = t cos v. 
Die Kräfte, die nach eingetretener De- 
formation auf die kleine Pyramide wirken, 
müssen einander das Gleichgewicht halten; 
es sollen die drei Bedingungen, die sich auf 
die Componentensummen beziehen, aufgestellt 
werden. Die Basis r wird von den Com- 
ponenten xXj r¥, xZ angegriffen. Auf die 
Seitenfläche PBC 9 dfe zur a?-Aohse senkrecht 
steht, wirken die Druckkräfte 

-IßyX,, -\ßyr* } -ißyZ x . 
Denn die Werthe — X X} — F x , — Z* stellen die Einwirkung der Seite 
der kleineren Coordinaten auf die Seite der grösseren Coordinaten dar, 
und da der Winkel X als spitz vorausgesetzt ist, so liegt die kleine 
Pyramide von der Ebene PBC aus auf der Seite der grösseren r. In 
analoger Weise ergeben sich für die Druckkräfte, welche auf die Seiten- 
flächen PCA und PAB der Pyramide wirken, die Ausdrücke: 

— iyaX 9 , —iyaF 9 , —tyaZ„ 
-iaßX gf -iaßV,, -taßZ,. 
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Die der Masse proportionalen Kräfte sind hier zu vernachlässigen, da 
sie von der 3. Ordnung in Bezug auf a, ß, y sind, die Gleichgewichts- 
bedingungen aber zu Beziehungen zwischen Grössen der 2. Ordnung 
führen. Indem man die Summen der Componenten parallel der x-, y-, 
z-Achse gleich Null setzt, erhält man die Gleichungen: 

xX-\ßyX x -\yaX 9 -\aßX z = 0, 
Tr-ißyr x -iYaV v -iaßy g = 0, 
rZ- i ßyZ x — i yaZ y — i aßZ t = 0, 

oder, nachdem man für die kleinen Flächen i ßy, i ya, i aß ihre Werthe 
r cos X, x cos p, x cos v eingesetzt und durch x dividirt hat, die folgenden 

IAx cos 4 + ^ y cos j/ + Jf f cos *> = X, 
y x waz+ jycos^ + r,cos*> = r, 
Z x cos X + Z 9 cos fi + Z e cos v = Z, 
welche die gesuchten Oberflächenbedingungen darstellen. 

In der obigen Rechnung wurde voraus- ^S- 4 - 

gesetzt, das 2, j/, v spitze Winkel seien; x A r 

indessen gelten die Gleichungen (5.) all- 
gemein. Setzt man den Fall, dass der 
Winkel X f den die nach aussen gerichtete 
Normale mit der positiven x- Achse bildet, 
stumpf sei, so ist die zur x- Achse senkrechte 
Seitenfläche PBC den Druckkräften 
+ißyX x , +ißyF x , +tßyZ x 

unterworfen, da die Pyramide alsdann die Einwirkungen der Seite 

der grösseren x erfährt. Gleichzeitig ergiebt sich aber zwischen den 

positiven Werthen \ßy und r, welche die Grösse der Flächen messen, 

die Relation 

\ßy = x cos (180° — X) = — tcosA, 

so dass die Componenten, die an der genannten Seitenfläche auftreten, 
doch wiederum gleich den Ausdrücken 

— xgo%XX X) — tcosj/Jx, — xco&vZ x 
sind. Ebenso wird der Fall behandelt, dass fi oder v stumpf ist 

Wenn endlich einer der Winkel, z. B. X, ein rechter ist, so hat man 
nicht eine kleine Pyramide, sondern ein kleines dreiseitiges Prisma zu 
betrachten. Für X = 90° ist das Oberflächenelement parallel zur 
x-Achse. Man ziehe nun innerhalb des Körpers, jedoch in unmittelbarer 
Nähe des betreffenden Oberflächenelements, eine Parallele PP zur 
ar-Achse und lege durch P und P die bis zur Oberfläche gehenden 
Geraden PB und PB' parallel der y- Achse, sowie PC und PO parallel 
der z - Achse. Die Länge PP werde durch a, PB durch ß, PC durch y 
bezeichnet Das dreiseitige Prisma, welches durch die congruenten 
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rechtwinkligen Dreiecke PBC und P&G Fig. 5. 

begrenzt ist, wird an den letztgenannten 
Endflächen durch Kräfte in Anspruch ge- 
nommen, welche sich, bis auf Grössen 
höherer Ordnung, gegenseitig aufheben, 
da sie einander gleich und entgegenge- 
richtet sind. Die rechteckförmigen Seiten- 
flächen BPPB 1 und CPPV sind die Pro- 

jectionen der Fläche BB'&C, welche zur Oberfläche des Körpers gehört, 
und es wiederholen sich in Betreff dieser 3 Flächen die Schluss- 
folgerungen, die im Vorhergehenden für die Seitenflächen der kleinen 
Pyramide erhalten wurden. Man gelangt hierdurch, wie leicht zu sehen, 
zu dem Resultat, dass die Gleichungen (5.) auch in dem Fall cos X = 
erfüllt sein müssen, und analog kann man verfahren, wenn zwei der 
Winkel l, /*, v Rechte sind. 

Somit ist bewiesen, dass die Gleichungen (5.) für jeden Punkt 
der Oberfläche des Körpers gelten. Dieselben behalten ihre Gültigkeit 
auch für den Fall der Bewegung, da in der obigen Entwicklung 
die der Masse proportionalen Kräfte ohne Einfluss geblieben sind. 

V. Die Druckkräfte an beliebig gerichteten Flächenelementen. 

Legt man durch einen Punkt m im Innern des Körpers ein Flächen- 
element r, so hängt die Druckkraft, die bei r auftritt, einerseits von 
der Lage des Punktes m, andererseits von der Neigung des kleinen 
Flächenstucks r gegen die Coordinatenebenen ab. Bisher wurden nur 
die Fälle betrachtet, wo die Fläche r einer der Coordinatenebenen 
parallel ist, und daher die Componenten der zugehörigen Druckkraft 
durch Xxy F s etc. angegeben werden. Es sei mn der eine Zweig der 
Normale, welche zu dem Flächenelement r von m aus gezogen wird. 
Die Winkel, welche mn mit den positiven Coordinatenachsen bildet, 
mögen X, p, v heissen. Man bezeichnet ferner die Druckkraft, die auf 
r wirkt, reducirt auf die Flächeneinheit, durch R n , die Componenten 
derselben parallel der x-, y-, z-Achse durch X n , Y nj Z % \ und zwar möge 
R n die Einwirkung derjenigen Seite, innerhalb welcher der Normalen- 
zweig mn liegt, auf die gegenüberliegende Seite ausdrücken. Die 
Grösse und Richtung der Kraft R n ergiebt sich aus den zum Punkt m 
gehörigen Werthen X^ Y^ . . Z t mittelst einer Rechnung, welche dem 
Beweise der Gleichungen (5.) völlig analog ist Man nehme auf der 
Verlängerung der Linie mn, jedoch in unmittelbarer Nähe von m, einen 
Punkt P an, und ziehe von P aus parallel den drei Coordinatenachsen 
die drei kleinen Linien a, ß, 7 bis zum Flächenstück r. Hierdurch 

2 
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wird wieder eine kleine dreiseitige Pyramide gebildet, deren eine Ecke 
P nur rechte Winkel enthält Da die Form des Flächenelements r 
unerheblich ist, so kann man, wie in IV, r mit der dem Punkt P gegen- 
überliegenden Grenzfläche der Pyramide identisch nehmen. Dann er- 
geben sich für X %} Y n) Z n genau dieselben Gleichungen, welche in IV 
fllr X, Y, Z erhalten wurden, nämlich 

IX % = X x cos X + X 9 cos [i + X t cos v, 
Y n — Y s cos X + Y 9 cosfi + Y s cos v, 
Z n — Z x cos X + Z 9 cos fi + Z s cos v. 
Diese Gleichungen zeigen, dass wenn die 9 Componenten X X) X 9y . . Z t 
für einen Punkt m bekannt sind, hierdurch auch sämmtliche Druckkräfte, 
welche bei den durch m gelegten Flächenelementen auftreten können, 
gegeben sind. 

Denkt man sich das durch m gehende Flächenstück r in alle 
möglichen verschiedenen Lagen gebracht und die zugehörige Druckkraft 
jedesmal in Grösse und Richtung durch eine von m ausgehende Linie 
dargestellt, so haben die Endpunkte dieser Linien als geometrischen 
Ort ein Ellipsoid, welches das Elasticitätsellipsoid des Punktes m ge- 
nannt wird. Welche Druckkraft zu einem bestimmten Flächenelement 
gehört, kann auf geometrischem Wege mit Hülfe einer anderen Fläche 
zweiten Grades angegeben werden. Indessen wird hier auf die Ent- 
wicklung der erwähnten Lehrsätze verzichtet, da diese Einleitung auf 
die Herstellung der Differentialgleichungen selbst beschränkt werden 
soll. Die Kräfte, welche in die Hauptachsen des Ellipsoids fallen, 
stehen zu den Flächenelementen senkrecht, auf die sie wirken. Die 
grösste und die kleinste Druckkraft, die bei m vorkommt, ergiebt sich 
aus der grössten und kleinsten Halbachse des Ellipsoids. 



VT. Die Differentialgleichungen für isotrope Körper. 

Im Vorhergehenden wurde entwickelt, dass die kleine Formver- 
änderung, die in der Umgebung eines beliebigen Punktes m statt findet, 
durch die ersten Differentialquotienten von §, 97, £ nach x, y, z angegeben 
wird. Da es sich nun darum handelt, die Beziehungen festzustellen, 
welche zwischen der Deformation und den bei m auftretenden Druck- 
kräften X^ X 9 . . Z t bestehen, so hat man letztere Kräfte als Functionen 
der genannten Differentialquotienten auszudrücken. Man schliesst zu- 
nächst aus der Erfahrung, dass diese Functionen lineare sind. Die 
Beobachtung zeigt, dass die Formveränderung, so lange sie unterhalb 
einer gewissen Grenze bleibt, den wirkenden Kräften direkt proportional 
ist Die Ausdehnung, Zusammendrückung, Gleitung, Torsion, die man 
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an irgend einem Theil des betrachteten Körpers wahrnimmt, verdoppelt 
sich, wenn die wirkenden Kräfte verdoppelt werden. In den linearen 

Functionen müssen ferner die Coefficienten von -^ und -£• einander 

dz dy 

gleich sein, ebenso die von — und -^-, respective von -ß- und -?-. 
B ' dx dz' * dy dz 

Denn an einem Punkte, wo die 6 Werthe 

*i *L <% *! + !% *Ü+ d i *i+*l 
dx 7 dy 9 dz 7 dz^ dy 7 dx^dz 7 dy~* dx 

verschwinden, sind, wie in L erörtert wurde, auch alle elastischen Kräfte 
gleich Null, da dort überhaupt keine Deformation stattfindet. Man 
kann also für die inneren Druckkräfte die Gleichungen aufstellen 

wo 2li , 33i . . gfe constante Grössen bedeuten. 

Es soll nun die Bedingung, dass der Körper ein isotroper sei, 
eingeführt werden, wodurch die letzteren Gleichungen in sehr viel ein- 
fachere übergehen. Im Fall der Isotropie darf keine Richtuug innerhalb 
des Körpers vor der anderen bevorzugt sein. Die 36 Gonstanten, die 
in den obigen Ausdrücken der Kräfte vorkommen, reduciren sich dann 
auf 2. Man behandelt zuerst die Normalkräfte Ä X} V fy Z t . 

In der Definition der Normalkraft X x ist nur die Kenntniss der 
Richtung der positiven ar-Achse vorausgesetzt, da hierdurch sowohl die 
Richtung der Componente, als auch die Lage des Flächenelements, auf 
das sie sich bezieht, bestimmt ist Folglich darf die Vertauschung der 
y- und z-Achse den Ausdruck von X x nicht ändern. Dies zeigt aber, 
dass 33| = 6i , @i = 3?i sein muss. Die Erwägung , dass die Ver- 
tauschung des positiven und des negativen Zweiges der y-Achse auf X x 

2* 
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keinen Einfluss haben kann, liefert den weiteren Schlüge, dass nach 
Anwendung der Substitution 

y = — y*, r/ = —ri' 
die Grösse X x dieselbe Function von y', rf sein muss, als sie von y f rj 
war, d. h. 

Aber da die Substitution die Beziehungen 

dy dy" dz "*" dy \dz "*" dt/)' dy^~ dx \dy' "*" Ar,/ 

liefert, so geht der zuerst erwähnte Ausdruck von X x in den folgenden 
über: 

Die Vergleichung der zwei Formeln für X m welche beide für beliebige 
Verrückungen Gültigkeit haben, beweist, dass für den isotropen Körper 
<£), = g t = ist In analoger Weise führt die Substitution z = — «', 
g = — g' zu der Gleichung @ t = 0. Indem man ferner berücksichtigt, 
dass die x-Acbee in keiner Weise vor der y- oder *-Achse ausgezeichnet 
sein soll, erhält man die Gleichungen: 

Form von X x ungeändert. In der That wird durch Vertauschung des 
positiven und des negativen Zweiges der o*-Achse zwar die Richtung, 
in welcher die Componente positiv gerechnet wird, in die entgegen- 
gesetzte verwandelt; aber da die Seite der grösseren x gleichzeitig in 
die Seite der kleineren x' übergeht, so wird der Zeichenwechsel wieder 
aufgehoben und für die Druckkraft der frühere Ausdruck in den neuen 
Coordinaten erhalten. Auf die Normalkräfte hat hiernach die Ver- 
tauschung des positiven und des negativen Zweiges einer Coordinaten- 
achse niemals einen Einfluss. 

Von den Tangentialkräften F S} Z x , X, ändern dagegen bei einer 
solchen Vertauschung stets je zwei ihr Vorzeichen. Man setze y — — y', 
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tj = — rf und bezeichne durch F ts die der y'- Achse parallele Compo- 
nente, welche an dem zur z-Achse senkrechten Flächenelement auftritt 
Dann ist F t = — Y t , und analog JPJ = — Y x \ denn nur die Richtung, 
in welcher die Gomponente positiv zu rechnen ist, hat sich geändert, 
während bei dem Flächenelement die Seite der grösseren, respective 
kleineren Coordinaten dieselbe geblieben ist Nach Einführung von tf, 
tf hat man für Yl die Gleichung 

+».(£'+$H(S+«)+*(f+g} 

Da aber wegen der vorausgesetzten Symmetrie Y t dieselbe Function 
von z, tf, z, g, rf) £ sein muss, welche Y t von x, y } z, g, 17, £ ist, 
also zweitens auch die Gleichung 

für beliebige Werthe der Verschiebungen besteht, so muss 

a 4 = S 4 = g 4 _ ß 4 = o 

sein. Nach derselben Methode zeigt man, dass g 4 = ist Denn wenn 
y, jy beibehalten, aber z — — z', £ = — £' gesetzt werden, so wechselt 
die oben betrachtete Tangentialkraft wiederum das Zeichen, während 

der Summandus f5 4 (-p + -^J sich nicht ändert; dies führt zu der 

Gleichung g 4 = 0. — Die Schlüsse, welche in Bezug auf die Com- 
ponente Y t gezogen worden sind, übertragen sich auf die analogen 
Constanten der übrigen Tangentialkräfte, da der Körper nach den 3 
Coordinatenachsen ein genau gleiches Verhalten zeigen soll Man er- 
hält hiernach das Gleiohungssystem: 

ä 4 — »6 — % — 0, 

»4 =»s= »6 — 0, 

6 4 — 65 = 6» = 0, 

$4 = ^ = &, 

®4 — % — $6 = % — »• — ®6= 0. 

Der gemeinsame Werth der Coefficienten 8 1> 8^, 63 soll durch o, der 
Werth von $) 4 , (£5, g 6 durch & bezeichnet werden. Dann bestehen, den 
bisherigen Betrachtungen zufolge, für die Druckkräfte die Formeln: 
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Z, 



dz 



+«.(1+1) 

\äx + <&/ 

+s> 



£* = *. 




^ f = F, — l 

Diese Gleichungen enthalten die drei Constanten a, 6, SB t . In- 
dessen sind letztere noch durch eine Relation mit einander verbunden, 
und man kann daher SBi durch a und b ausdrücken. Um die Relation 
herzustellen, soll zunächst eine Rechnung ausgeführt werden, die sich 
auf eine einfache Goordinatenyerwandlung bezieht Man denke sich, 
während die y-Aohse beibehalten wird, die x- und z-Achse um 45° in der 
Drehungsrichtung, die von der positiven x-Achse zur positiven z-Achse 
fortschreitet, gedreht, und bezeichne die neuen Coordinatenachsen als die 
xf- und z'- Achse. Zu den alten und neuen Coordinatenachsen ziehe man 
vom beliebigen Punkt m aus Parallelen, und trage auf den Parallelen zur 
positiven x'- und z'-Achse die Strecken mm v und mm^ von der Länge h ab. 
Es soll nun der Fall betrachtet werden, dass die Umgebung von m eine 

Deformation erleidet, bei welcher allein — - von Null verschieden, die an- 

dx ' 

deren 8 Differentialquotienten gleich Null sind. Man fragt nach den Aus- 
weichungen, welche die 



Punkte m { und m^ bei 
dieser Annahme parallel 
den neuen Coordinaten- 
achsen machen. Der ge- 
gebene Werth von •— 

dx 

werde durch e bezeichnet. 
Nennt man (wie in I) a< 
die anfängliche relative, 
der x- Achse parallele 
Coordinate des Theil- 
chens m { in Bezug auf m, 
so erfährt nn die relative 
Verrückung ecu in der 
Richtung der x - Achse. 

Für f?Hj 0*2 hat man a t = 



Fig. 6. 




/2' 



Oj = — 



Vi' 



Daher macht m t eine Aus- 
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he 
weichung m x m{ = — in der Richtung der positiven , m? eine gleich 

V 2 
grosse Ausweichung m*mh in der Richtung der negativen x- Achse. Bei der 

Protection der Längen mmi und m^mi auf die Richtungen der #'- und 

hinzuzufügen, so dass 4 



z'-Achse hat man wiederum den Factor 



1/2 



he 



Strecken »HPi? **iQi> ™iPi, fhto von der Länge -~- erhalten werden. 

Nennt man ferner g', £' die Verschiebungen, welche das Theilchen m 
parallel der x'- und z'- Achse erfährt, so kann man auch die Differential- 
quotienten r—, —/, -jp, -^ zum Ausdruck der bei m^ und m^ statt- 
findenden Bewegung anwenden. Die relativen Verschiebungen des 
Theilchens m x parallel der x'- und z'-Achse werden dann durch die 

d£? dC d£? dt' 

Producte ~;Ä, -p,*, und die des Theilchens iwj durch ^h^-j^h an- 

gegeben. Die Vergleichung dieser Ausdrücke mit den obigen Pro- 
di;' d£' dC' dC 
jectionen liefert die Werthe von -p_, -~, ^- /f -^. Indem man ba- 

0*17 öz ox c*2 
rücksichtigt, dass die Verschiebungen m^ und i»^ ©ia positives, m x q i 
und m^ ®in negatives Vorzeichen haben, erhält man, nach Fortlassung 
des gemeinsamen Factors h, die Gleichungen: 

(dg ± dg_ _£ 
j dx' = V dz 7 ™ 2* 

- lefc' V dz' 2' 

Die gesuchte Relation zwischen den Constanten o, 6, 93 x wird nun 
dadurch ermittelt, dass man für gewisse Druckkräfte doppelte Ausdrücke 
erhält, wenn man zwei ver- 



schiedene Wege für die Ab- 
leitung derselben einschlägt. 
Man lege durch den Punkt m 
ein Flächenelement r, das zur 
aj'-Achse senkrecht steht , und 
bezeichne die auf x wirkende 
Druckkraft durch xQ. Die 
Componenten von Q parallel 
der x-, y-, z- Achse mögen X q , 
Y q} Z q heissen. Man zerlegt 
die Kraft Q ausserdem nach 
den neuen Coordinatenachsen; 
es seien JfV, Z'g> ihre der xf- 



Fig. 7. 
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und 2/- Achse parallelen Componenten. Dann können X q , Z q (Y q hat 
hier den Werth 0) einerseits durch Xx< 7 Z' x < ausgedrückt, andererseits 
nach V. berechnet werden. Man erhält X q , wenn man X s < und Z* auf 
die Richtung der positiven x- Achse projicirt und die Projectionen 
addirt; das Analoge gilt von Z q . Auf diese Weise entstehen die 
Gleichungen 

da die #'- Achse einen Winkel von 45° mit der x- und der z- Achse 
bildet Die Grössen X' x > und T x . sind aber bekannt Denn für diese 
Componenten gelten, wenn man die neuen Coordinaten anwendet, genau 
dieselben Formeln, welche für X x , Z x entwickelt wurden, da wegen 
der Isotropie des Körpers das eine Coordinatenkreuz nicht vor dem 
anderen bevorzugt sein kann. Indem man also in den oben erhaltenen 
Gleichungen die Werthe 

X X} Z x , Xy z 7 s, Q 
durch 

ü., &, *, *', r, e 

ersetzt, ergiebt sich: 

Im vorliegenden speoiellen Falle, wo 

. = o *t & ± ^ - *a ± 

7 ' dx* dz' 2 ' dz 4 dx' 2 

sein soll, ist folglich 

J& — i(a + 8i)<, Zi, — — bs, 
so das8 X q und Z q die Werthe 






^2 

l/2 I 2 

annehmen. 

Einen zweiten Ausdruck für A q , respective Z q , gewinnt man aus 
den Gleichungen (6.), welche die zu einem beliebigen Flächenelement 
gehörige Druckkraft auf die Componenten X XJ X v etc. reduciren. Für 

die letzteren ergeben sich, wenn -^ = e, die übrigen Differentlalquo- 



E.VI,7. 



25 



tienten gleich gesetzt werden, aus den oben abgeleiteten Gleichungen 
die Werthe: 

X x — a€ f F 9 = Z a = 33^, 

y M = z s — Ä 9 = 0. 
In den Gleichungen (6.) sind, da die Normale von r einen Winkel 

Ton 45° mit der x- und der z- Achse , einen Rechten mit der y- Achse 

1 
bildet cos X = cos v = -7=, cosxi = zu nehmen. Also haben diesen 

Gleichungen zufolge die Kräfte ^ und Z 9 die Werthe 

1/2 ]/2 

Weil nun letztere Ausdrücke mit den zuvor erhaltenen 

£ |o + », .J 



Z,= 



;«+»! 



— 6 



identisch sein müssen, so bat man das Resultat, dass bei dem isotropen 
Körper zwischen den Coefficienten a, b, S3i die Gleichungen 

— ^ \-b = a, — ^ * •=■ »1 

besteben, welche auf die eine Relation 

83 t — a — 2b 
zurückkommen. 

Nach Einsetzung dieses Werthes von 83 t ergeben sich für die 
inneren Druckkräfte des isotropen Körpers die sohliessliohen Formeln : 



Co 



r f -.| +( .-»)(f + i), 



z. 



* 






(S + 4R 







Durch Einführung der kubischen Dilatation 

<te dy dz 
kann man den 3 ersten Gleichungen (7.) die Form 
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(8.) 



f X, = {a-V>)» + 1b^ 
y, — (a— 2b)& + 2b%, 
Z. = (a—2b)& + 2b% 



geben. 

An die Ableitung der Gleichungen (7.) mtisete bei einer ausführ- 
licheren Darstellung dieser Theorie der Nachweis geschlossen werden — 
auf den hier indessen verzichtet wird, — dass sich für die Constanten 
a und b aus der Forderung der Isotropie keine weiteren Beschrän- 
kungen ergeben. Zu diesem Behufe zeigt man, dass bei einer beliebi- 
gen Drehung des rechtwinkligen Coordinatenkreuzes aus den Glei- 
chungen (7.) genau entsprechende Ausdrücke für die neuen Coordinaten 
erhalten werden.*) 

Die Substitution der Werthe (7.) in die Gleichungen (3.), welche 
als gültig fttr einen beliebigen inneren Punkt bewiesen wurden, liefert 
die gesuchten Differentialgleichungen, denen die Verschiebungen g, tj 7 £ 
im Fall des Gleichgewichts des isotropen Körpers genügen. Man 
erhält auf diese Weise 

dy' 



{a _ b) ^ +b 



dx 



(9.) , 



(-»5+» 

e-»>S+» 



(! 



0x2 ^ J„2 t 



20+«* 



ö, 



d& . . fdhj dh± dhf \ 
dx* + dy* + dz*) 



+ DY Ü — 0, 



( 



dx> + W + d?) + *~ ' 



wo # die kubische Dilatation , D die anfängliche Dichtigkeit bedeuten, 

und X , F , Zq die Componenten der gegebenen äusseren, proportional 

zur Masse wirkenden Kraft sind. Für den Fall der Bewegung hat 

man, wie in III. erwähnt wurde, die rechten Seiten von (9.) nicht gleich 

d 2 B (jPw (PC 
0, sondern respective gleich ^-^f, D -r^ } D-tz zu nehmen. 

Man kann den Gleichungen (9.) noch eine andere Form geben, 



*) Man vergleiche das bekannte Lehrbuch von Lam6 „Legons snr la theorie 
mathematique de l'&asticitä ", Paris, 1852, woselbst, pag. 43— 52, §§ 18 — 20, die 
obigen Formeln der Druckkräfte des isotropen Körpers mit Hilfe der allgemeinen 
Coordinaten -Verwandlung abgeleitet werden. In Betreff der Bezeichnung der 
Constanten ist zu bemerken, dass die Lam6'schen Werthe k nnd ß zu den hier 
vorkommenden Constanten a nnd b in der Beziehung 

a = A + 2/*> b s= fi 
stehen. 
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bei welcher die Grössen g, i] 7 £ nur in der kubischen Dilatation # und 
in den Ausdrücken 

^_^ ^_^ d Ä—*l 
dz dy 1 dx dz 9 dy dx 

vorkommen. Man benutzt die Relation 

dx \dx* "*" dy 2 "*" dz 2 ) ~ dfc\«fc tfz,/ efy \dy dfc/ 

und die zwei analogen, die durch cyclische Pennutation entstehen, und 
erhält dann aus (9.) das Gleichungssystem: 



(10.) 



«£-^(g-IK(f-§)i+-.-». 

dy ldx\dy dx) dz\dz dy)) 



+ ]>y = o, 



[•£-£@-S-*(|-DI + '*-* 



Die Differenzen -^—-r, -ß — -ß-, -ß — -ir geben, wie in I. er- 

dz dy dx dz 7 dy dx 

wähnt wurde, die Rotationen eines beliebigen kleinen Massencom- 
plexes an. 

Die Gleichungen (9.) bilden in Gemeinschaft mit den Gleichungen 
(5.), die für die Oberfläche gelten, und in die ebenfalls die Ausdrücke 
(7.) einzusetzen sind, ein System, welches die Unbekannten g, tj, £ be- 
stimmt Nur 6 Constanten, die in g, tj, £ vorkommen, bleiben will- 
kürlich, weil dieselben sich nicht auf die Formveränderung des betrach- 
teten Körpers, sondern auf seine Fortbewegung und Drehung im Raum, 
während er für starr gilt, beziehen. Denn einerseits bedeuten die 
Werthe 

§ — Oo, j? = b , £ = Cq, 
wenn Oo, b , *o constant sind , eine Fortrückung des unverändert blei- 
benden Körpers. Andererseits wurde in I. ausgeführt, dass die Diffe- 
rentialquotienten -p und -j2-, wenn ihre Summe gleich Null ist, keine 
Deformation ausdrücken, sondern nur eine kleine Drehung, welche um 
eine Parallele zur z-Achse erfolgt Das Entsprechende gilt von ~ und 

■r, respective von -=£• und-—. Nun haben die Ausdrücke 
dy 7 r dx dz 

,=_(U, £ = ay, 
g = _bx, g = bz, 
£ = — ty, 9 — es, 
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wo a, b, c C on st ante bedeuten, die Eigenschaft, dass sie Ar jeden Punkt 
des Körpers die Gleichungen 

dz dy dx dz dy dx ' 



!_*?_££ = 







dx dy dz 

erfüllen; dieselben stellen daher überhaupt keine Deformation, sondern 
drei kleine Drehungen des starren Körpers um die x-, y-, z-Achse dar. 
Hieraus ergiebt sich, dass im Ganzen bei dem vorliegenden, auf die 
Form Veränderung bezüglichen Problem folgende Summanden, die von 
willkürlichen Constanten abhängen und vorläufig unbestimmt bleiben, 
in g, t/, £ enthalten sind: 

Ig = Oo + bz — cy, 
ij^bo + tx — azj 
£ = Co + ay — bx. 
Um die 6 willkürlichen Constanten a e , b , Cq, o, b, c zu bestimmen, hat 
man die erforderlichen Angaben über die Lage des festen Körpers im 
Baum hinzuzufügen. 

Von den in (7.) und (8.) vorkommenden Constanten a und b 
hängen andere Constanten ab, welche für die verschiedenen Einzel- 
probleme wichtig werden. Es sind zunächst zwei Coefficienten zu er- 
wähnen, welche bei dem Auszug eines prismatischen Stabes den Zu- 
wachs der Länge und die Verkleinerung des Querschnitts messen. Wird 
ein Stab, dessen Achse der z- Achse parallel sein möge, an den zu 
letzterer senkrechten Endflächen durch eine constante, der z- Achse 
parallele Kraft P in Anspruch genommen, während im Uebrigen keine 
Kräfte wirken, so wird sowohl den Differentialgleichungen (9.) als den 
Oberflächenbedingungen durch Ausdrücke von der Form 

s _ Px Py_ t Pz 

wo E und Ei oonstant sind, genügt Die Bedingung, dass an den Grenz- 
flächen des Stabes Z t = P, X x = Y y *= sein muss, liefert dann nach 
Anwendung der Gleichungen (7.) die folgenden Werthe für E und E± : 

< 12 ) Essss a -b '> Ei 5=3T" B 

Man nennt E den ElasticitätsmoduL Der Werth — giebt,da 

iL 

Pz 
£ = — ist, den Längenzuwachs an, welchen die Längeneinheit des 

E 

Stabes bei dem Auszug durch die (auf die Flächeneinheit bezogene) 
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Kraft P= \ erfährt.*) Die Verkleinerung des Querschnitts ist der 

1 

Grösse -=- proportional, wesshalb E± der Goefficient der Quercon- 
Ex 

traction heisst. 

Die Grösse b wird meistens als der Torsionscoefficient be- 
zeichnet, weil dieselbe für die Vorgänge der Torsion zunächst in Be- 
tracht kommt. Bei der gleichmässigen Gompression eines Körpers 
durch constante Kräfte wird das Mass der Volumenyerringerung durch 
die Differenz 3a — 4& bestimmt In der Theorie der kleinen Schwin- 
gungen haben die Constanten a und b selbst eine hervorragende 
Bedeutung; denn wenn man das Medium unbegrenzt und von der Dich- 
tigkeit 1 annimmt, so sind a und b gleich den Quadraten der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten, mit denen die longitudinalen, respective 
die transversalen Schwingungen in dem Medium fortschreiten. 



*) In dem Lamö'schen Lehrbuch bedeutet E diejenige Grösse, die hier durch 
-s bezeichnet ißt (1. o. pag. 76). 



Abschnitt I. 

Die angenäherten Differentialgleichungen f&r das 
Gleichgewicht des cylindrischen Stabes. 



§ 1. Die Gleichgewiohtsbedingungen für den Stab und für 

Abschnitte des Stabes. 

Die Differentialgleichungen für die kleinen Formveränderungen 
isotroper Körper, welche in der Einleitung entwickelt worden sind, 
sollen auf das Problem des Gleichgewichts eines cylindrischen Stabes, 
an dessen Oberfläche beliebige Druckkräfte wirksam sind, angewendet 
werden. Die nachstehenden Untersuchungen betreffen indessen nicht 
die direkte Integration dieser Gleichungen, wie sie bei der erwähnten 
Aufgabe für den begrenzten Cylinder aufgestellt werden müssen. Es 
soll vielmehr gezeigt werden, dass das Gleichgewichtsproblem eine er- 
heblich einfachere Behandlungsweise zulässt, wenn man durch Berück- 
sichtigung der Stabform, d. h. des Ueberwiegens der einen Dimension, 
die Rechnung zu einer angenäherten macht, bei der die Tenne ver- 
schiedener Grössenordnungen successiv gefunden werden. Die Differen- 
tialgleichungen transformiren sich hierdurch in andere, welche nicht 3, 
sondern nur 2 unabhängige Variable enthalten, und dem entsprechend 
beziehen sich die Bedingungen, denen die Begrenzung zu genügen hat, 
nicht mehr auf Flächen, sondern auf ebene Randcurven. 

Wenn man das elastische Gleichgewicht eines begrenzten Cylin- 
ders betrachtet, ohne eine Annahme in Bezug auf die Dimensionen 
der Länge und des Querschnitts desselben zu machen, so sind in einem 
solchen Problem sowohl der Fall des Stabes als der Fall der Platte 
als auch alle Zwischenstufen enthalten. Es ist aber klar, dass die Er- 
scheinungen und mechanischen Gesetze, welche in den genannten ver- 



§ 1. 31 

ßchiedenen Fällen zur Geltung gelangen, vollständig von einander ver- 
schieden sind. Die Lösung des allgemeinen Falles muss zu Formeln 
führen, welche alle diese Gesetze gleichzeitig umfassen. Wenn daher 
speciell das Gleichgewicht des Stabes behandelt werden soll, so wird 
ein besonderes Verfahren, das sich der Natur der vorliegenden Auf- 
gabe genau anpasst, zweckmässiger sein. Abgesehen davon, dass die 
analytischen Schwierigkeiten des allgemeinen Problems bisher nicht 
überwältigt sind, wäre die Behandlung desselben hier als ein Umweg 
anzusehen, da aus den vollständigen Integralen desselben erst alle die- 
jenigen Tenne zum Fortfall kommen müssten, welche nicht für den 
Stab, sondern für einen der anderen Fälle eine hervorragende Bedeu- 
tung gewinnen. Um die dem Stabe eigentümlichen Gesetze unmittel- 
bar abzuleiten, hat man die Bedingung, dass die zur Cylinderachse 
parallele Dimension vorwalten soll, von Anfang an in die Rech- 
nung einzuführen, woraus sich dann die Eintheilung der verschiedenen 
Grössen nach bestimmten Ordnungen, sowie die Zerlegung der all- 
gemeinen Gleichungen in eine grössere Zahl einfacherer Gleichungen 
ergiebt 

£s werden in diesem Abschnitt die Modificationen des allgemeinen 
Verfahrens, welphe für einen cylindrischen Stab von beliebigem Quer- 
schnitt gelten, entwickelt werden. Die Integration selbst ist nur für den 
Fall des kreisförmigen Querschnitts ausgeführt worden, und zwar im 
% Abschnitt für den vollen Cylinder, im 3. für den Hohlcy linder. Im 
4. Abschnitt wird das angewendete Verfahren unter gewissen Voraus- 
setzungen auch auf den ursprünglich gekrümmten Stab ausgedehnt 

Von äusseren, proportional zur Masse wirkenden Kräften wird 
nur jiie Schwerkraft als vorhanden angenommen. Die Constante der- 
selben soll durch jT (nicht durch g) bezeichnet werden. Die Achse des 
cylindrischen Stabes sei parallel zur z -Achse, die Richtung der Schwer- 
kraft parallel zur — y- Achse, so dass der Stab eine horizontale Lage 
hat. Die in der Einleitung genannten Gomponenten X 0j F , Z der 
äusseren Massenkraft haben also hier die Werthe: 

Vq = — r, -aq = Zq = o. 

Die seitliche Begrenzung des Stabes werde durch zwei der xy- Ebene 
parallele Flächen gebildet, deren Gleichungen z = + / und z = — / 
sein mögen. 

Indem man, wie in der Einleitung, durch D die anfängliche con- 
stante Dichtigkeit, durch a und b die Elasticitätsconstanten des iso- 
tropen Mediums, durch x, y, z die Coordinaten irgend eines Theilchens 
in der Anfangslage und durch z + g, y + f], * + £ die Coordinaten 
desselben nach der Verrückung bezeichnet, gelten für jeden Punkt im 
Innern die Gleichungen 
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iw.-»(f+*) 

gesetzt ist 

Die Winkel, welche die nach aussen gerichtete Normale irgend 
eines Oberflächenelementes mit den positiven Coordinatenachsen bildet, 
sollen wiederum X } p, v, und die (auf die Flächeneinheit bezogenen) 
Gomponenten der äusseren Druckkraft, welche auf das Oberflächenele- 
ment wirkt, Xj V, Z genannt werden. Für die Mantelfläche des Cy- 



linders ist v — 5-, cos fi = sin X\ für die Endflächen ist X = fi 



2», cos fi = sin /; iur aie unanacnen ist / = fi = -& 

cos v = ± 1. Also gelten, nach (5.) der Einleitung, für einen beliebi- 
gen Punkt der Mantelfläche die Gleichungen 

IX 9 cos X + Y x cos (i — X 9 
x 9 cos 2 + r, cos ^ = r, 
X a cos ä + y, cos fi — z, 

und für einen beliebigen Punkt der Endflächen die folgenden 

(4.) x, — ± x, r. — ± r, z, — ± z, 

wo das positive Vorzeichen sich auf die Fläche z = /, das negative 
auf die Fläche z = — / bezieht Die Grössen X, Y, Z sind gegebene 
Functionen der Oberflächencoordinaten. 

In Betreff der Coordinatenachsen wird die nähere Bestimmung 
getroffen, dass die Gerade, welche im Anfangszustand die Schwerpunkte 
der einzelnen, zur Cylinderkante senkrechten Querschnitte verbindet, 
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zur z- Achse genommen werden soll; die bekannten Formeln für die 
Schwerpunktscoordinaten ergeben dann die Gleichungen 

(5.) ff* dxdy = 0, ffy dxdy = 0, 
in denen die Integrationen sich über den ganzen Querschnitt erstrecken. 
Ferner wählt man zur x- und y- Achse die Richtungen der Hauptträg- 
heitsachsen des Cylinderquerscbnitts, wodurch die Gleichung 

(6.) ffxydxdy = 

entsteht Die Hauptträgheitsmomente des genannten Querschnitts be- 
zeichnet man durch A und B, seinen Flächeninhalt durch C y so dass 

( 7 ffx*dxdy = A, ffy* dxdy = B, ffdxdy^C 
ist, wo die Integrationen wieder über den ganzen Querschnitt aus- 
zudehnen sind. 

Ausser den Gleichungen (1.) und den Bedingungen für die Ober- 
fläche werden in den nachstehenden Rechnungen noch gewisse andere 
Gleichungen benutzt, welche aus den 6 Gleichgewichtsbedingungen des 
starren Systems folgen. Man denke sich in der Anfangslage den Stab 
durch eine Ebene, welche zur z-Achse senkrecht steht und dieselbe im 
beliebigen Punkte z schneidet, in zwei Theile getheilt, und stelle für 
denjenigen Theil des Stabes, welcher die Massen theilchen zwischen der 
Schnittebene und der Grenzfläche z = l umfasst, die genannten 6 Gleich- 
gewichtsbedingungen nach Eintritt der Deformation auf. In denselben 
kommen ausser den gegebenen Oberflächenkräften X, F } Z und der 
Schwerkraft die inneren Druckkräfte X t) Y B} Z t vor, die sich auf die 
Schnittfläche beziehen. Es ist jedoch zu bemerken, dass die letzteren 
Kräfte hier mit negativen Vorzeichen behaftet sind, dass also zu dem 
Element dxdy die Componenten 

— X z dxdy, — Vgdxdy, — Z,dxdy 
gehören, weil daselbst die Seite der kleineren z auf den betrachteten 
Stabtheil einwirkt 

Zu den 3 Componentensummen, die zunächst behandelt werden 
sollen, liefern die inneren Druckkräfte die Beiträge 

— ff X E dxdy, —ffv, dxdy, —ffz E dx dy, 

wo die Integration sich über den ganzen Querschnitt erstreckt Aus 
der Mantelfläche des Stabes schneide man durch 2 Vertikalebenen 
z = j und z = } + dl eine kleine ringförmige Fläche aus; das Bogen- 
element der Curve, in der die Ebene z = ) die Mantelfläche schneidet, 
beisse <?d, so dass d%d$ das Element der kleinen ringförmigen Fläche 
darstellt. Dann rühren von der Mantelfläche des betrachteten Stabtheils 
die Kräftesummen 

3 
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f d% fr(h)di, 

t 

fdlfz(l)d& 

t 

her, wo X($) r(j), Z(j) die Functionen X, F, Z für das Argument 
z = i bedeuten, und die Integration nach ö über die ganze Randcurve 
des Querschnitts auszudehnen ist Indem man analog durch X(l\ F(/), 
Z(l) die Werthe der Functionen X, F } Z für z = / bezeichnet, erhält 
man die auf die Endfläche z = l bezüglichen Ausdrücke 

ffx(l)dxdy, ffY{l)dxdy } ffz{t)dxdy. 

Die Schwerkraft trägt, da die Masse des Stabtheiles gleich DC (/ — z) 
ist, zu den Componenten parallel der y-Achse den Werth 

— rnc{i— z) 

bei. Es entstehen also, wenn man zur Abkürzung 

fi = fdlfx(i)d*, 

s 

(8.) \ffi=fdifr(j)dS, 

t 

hi^fdhfzitidi, 

M 

h = ffxit) dxdy, 



und 



9 - gi=ffr(i)dxdy-rcD{!-z\ 

' ht = ffz{l)dxdy 



/* = /1|+ /i, 9 — 9\ +9* Ä = Ä, + Ä2 
setzt, die Gleichungen 

| ffx,dxdy = fi+f 2 =f, 

( lo j ffr'ä*dy = 9i + 9* = 9, 

\ ffz,dxdy = h i + h 2 = h. 

Die Grössen /i, g i} h u g 2 sind, da die auf x und y bezüglichen Inte- 
grationen constante Grenzen haben, gegebene Functionen von z allein ; 
fa und hi sind constant 

Bei Herstellung der Kräftepaare mögen die Hebelarme vom 
Schwerpunkt des betrachteten Querschnittes aus gerechnet werden. 
Dann sind für die an der Schnittfläche wirkenden Kräfte — X t , — F M9 
— Z t die Hebelanne parallel der x- und y- Achse gleich x und y } der 
Hebelarm parallel der z-Achse gleich 0. Durch Anwendung der be- 
kannten Formeln für die Drehungsmomente ergiebt sich daher, dass 
die Kräfte der Querschnittfläche zu der Drehung um die x- Achse, resp. 
die y-Achse, die Terme 
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—ffyZtdxdy, +ffxZ t dxdy 
und zu der Drehung um die z-Achse den Term 

—ff{xV z — yX z )dxdy 

liefern. Hierbei sind allerdings die Aenderungen nicht berücksichtigt 

worden, welche die Hebelarme in Folge der Deformation des Stabes 

erleiden. Indessen beziehen sich die gesammten Rechnungen nur auf 

den Fall kleiner Formveränderungen, bei denen die Quadrate und Pro- 

d£ d£ 
dukte der Grössen -~, -^ etc. neben den ersten Potenzen derselben 

dx dy 

vernachlässigt werden. Und da sowohl die Druckkäfte als auch die 
Inkremente der Hebelarme den ersten Potenzen jener Differential- 
quotienten proportional sind, so geben in den Produkten von Kraft und 

Hebelarm die genannten Inkremente nur zu Ausdrücken Veranlassung, 

dB d£ 
welche die zweite Dimension in Bezug auf -^. -~ etc. haben. 

^ dx 7 dy 

Für die Componenten, die auf das Element d$d& der Mantelfläche 

wirken, ist der zur Cylinderkante parallele Hebelarm gleich $ — z, wo 

j von z bis / variirt. Die an der Mantelfläche angebrachten Kräfte 

geben somit für die Drehungen um die x- } y-, z-Achse die Beiträge 

fdif\yZ( i )-(l-z)F( i )\d^ 

t 

fd % f\xY(%)-yX{ti\dl, 

wo die Integration nach ö sich wieder über die Randcurve des Quer- 
schnitts erstreckt Von der Endfläche z = / rühren, da der Hebelarm 
in der Richtung der z-Achse stets gleich / — z zu nehmen ist, die 
Momente 

ffyZ (/) dx dy - (/- z)ffY (/) dx dy, 

(ß- *)ff x Q) **<% -ff*ZQ) äxdy } 
ff\xY<J)-yX{i)\d*dy 

her. Aus der Schwerkraft endlich entsteht für die Drehung um die 
x- Achse, da der Hebelarm gleich (j — z) ist, das Moment 

fdxdyf(l — z) Drd% — \CDr{l—z)\ 

z 

während das entsprechende Moment für die Drehung um die z-Achse, 
wo der Hebelarm gleich x ist, wegen der ersten Gleichung (5.) ver- 
schwindet 

Indem man die resultirenden Momente der Drehungen um die t/-, 
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x-, z-Achse gleich Null setzt, erhält man für den betrachteten Theil 
des Stabes die weiteren 3 Gleichgewichtsbedingungen 

IffxZ, äxdy = Fi+Fi + F s -=F, 
ffyZ.dxdy=G t + G 2 + G a = G, 
ff\x¥, — yX,\dxäy = H l +H i = ff, 

wo die Integrationen nach x und y sich über den Cylinderquerschnitt 
erstrecken, und durch F u F it G u G v H t die folgenden gegebenen Func- 
tionen der Variable z 

(12.) { 

Gx / (i-z)dlfr(i)d* t 



(13.) 



*i = fäi fxZ (|) di — (/ - z) ffx (/) dxdy, 

Gi -=f*% fyZti) äi - Q-z) ffr{l) dxdy+ \CDr{l—z)\ 

Bi=fdtf{xr{j)-yX(z)} di, 
sowie durch F Z) G Z) H % die folgenden Gonstanten 



f ^=ffxZ{l)dxdy, 



(14.) \ G,=ffyZ(l)dxdy 7 

[ Hi -ff\xV(l)-yXQ)\ dxdy 

bezeichnet sind. 

Die Grössen f, g } h in (10.) stellen die resultirenden Componenten, 

und F f G, H in (11.) die resultirenden Drehungsmomente aller an dem 

betrachteten Stabtheil wirksamen äusseren Kräfte dar. Die Gleichungen 

(10.) und (11.) sagen daher aus, dass die Deformation des übrigen 

Theils des Stabes dieselbe ist, als wenn man sich jene resultirenden 

Componenten und Drehungsmomente auf den trennenden Querschnitt 

Übertragen denkt. 

dF 
Man bemerke, dass der Differentialquotient -~ mit der in (8.) de- 

finirten Function f x identisch ist, ebenso -p mit g v . Die Variable z 

kommt in F ly G { einerseits als untere Integralgrenze, andererseits als 
Parameter der zu integrirenden Function vor, so dass die Anwendung 
der bekannten Differentiationsformel je 2 verschiedene Summanden 
liefert. Von diesen verschwindet indessen der eine wegen des Factors 
} — z, und man erhält: 
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Wie am Schluss der Einleitung erwähnt wurde, sind der Elastici- 
tätsmodul E und der Coefficient der Quercontraction E i mit a und b 
durch die Relationen 

ft(3q-4ft) 2ft (3a-4ft) 

^ = a-b ' ' ^ = «-26 

verbunden. Es sind ausserdem die zwischen a, b, E 7 E x bestehenden 
Gleichungen 



(15.) 



1 + 1 = 1 1 = a — 2b 



3g — Ab a^ ö-J J^ a 

H ^ = y' ^ 1 ~ + ¥ — 2^ 



zu erwähnen, welche in den nachstehenden Rechnungen mehrfach zur 
Anwendung kommen. 

§ 2* Elassifioation der vorkommenden Werthe nach Grössen- 

ordnungen. 

Die im Folgenden angestellten Untersuchungen beziehen sich auf 
den Fall, dass der betrachtete begrenzte Cylinder ein Stab (oder 
Balken) ist, d. h. dass die Dimension seiner Länge die Dimensionen 
seines Querschnitts erheblich übertrifft. Die Länge der Cylinderkante 
wurde 2 / genannt Der grösste Durchmesser , der sich in dem zur 
z- Achse senkrechten Cylinderquerschnitt ziehen lässt, habe die Länge 

2c. Dann macht man die Voraussetzung, dass der Quotient — eine 

kleine Grösse sei. Indem man die Längeneinheit von der Ordnung 
der Grösse / wählt, kann man kurz c als kleine Grösse bezeichnen. 
Die Variablen x und y sind von derselben Grössenordnung wie 
c, während zwischen den Werthen z und c keine derartige Beziehung 
stattfindet. In den folgenden Rechnungen sind nun sämmtliche vor- 
kommenden Werthe nach ihrer Grössenordnung in Bezug auf c 

klassificirt worden. Die Ordnung von c* wird als die nte, die Ordnung 

1 
von — als die — n*« bezeichnet: alle Ausdrücke, auf deren Grösse 

der Werth von c keinen direkten Einfluss hat, die also mit abnehmen- 
dem c weder sehr klein, noch sehr gross werden, rechnet man der 
Ordnung zu. Hiernach gehören die Coordinaten x, y zur Ordnung 1, 
die Goordinate z sowie die Constanten a, b, E, E i7 l, D, r zur Ordnung 
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0, der Flächeninhalt des Cylindermantels zur Ordnung 1, der Flächen- 
inhalt C des Cylinderquerschnitts zur Ordnung 2. Die in (7.) ange- 
gebenen Trägheitsmomente A und B haben die Ordnung 4, da sie gleich 
Integralen sind, in denen ein positiver Ausdruck der Ordnung 2 über 
eine Fläche der Ordnung 2 integrirt wird. — Es ist offenbar, dass falls 
eine Gleichung Summanden von verschiedenen Grössenordnungen ent- 
hält, sie nur erfüllt sein kann, wenn die einer gleichen Ordnung an- 
gehörenden Tenne der linken und der rechten Seite für sich überein- 
stimmen. Daher werden aus einer solchen Gleichung, sobald man die 
Grössenordnung jedes einzelnen Terms anzugeben im Stande ist, meh- 
rere andere Gleichungen gewonnen. 

Es ist nun auf das vorliegende Problem das Verfahren ange- 
wendet worden, die Unbekannten g, tj, £ nach jenen Grössen- 
ordnungen in ihre einzelnen Bestandtheile zu zerlegen und 
Gleichungen für diese Bestandtheile abzuleiten. Diejenigen Gleichungen, 
die im Folgenden näher ausgeführt sind , beziehen sich auf Werthe, 
welche den 5 niedrigsten Ordnungen angehören. Hierbei ist der 
Gesichtspunkt massgebend gewesen, dass noch alle Summanden bei- 9 
behalten worden sind, welche zu einer Druckkraft Oter Ordnung einen 
Beitrag liefern. Die Anfangsglieder von g, tj, £ (der ersten Annäherung 
entsprechend) werden für eine beliebige Querschnittform ermittelt und 
stimmen mit den Werthen überein, welche Na vier in seiner Theorie 
der Stabbiegung, allerdings ohne ausreichenden Beweis, aufgestellt hat. 
Für die genauere Rechnung ergeben sich Differentialgleichungen, welche 

d 2 d 2 
sämmtlich zu der bekannten Gleichung -j-^ + -rj = in Beziehung 

stehen. 

Es soll hier, mit Rücksicht auf die Kleinheit der Grössen x, y, 
die Voraussetzung gemacht werden, dass die Unbekannten g, rj, £ 
mittelst der Mac-Laurin'schen Reihe nach x, y entwickelt 
werden können. Dann ist jede derselben gleich einer Summe von 
Tennen der Form KxFy*, wo K von x und y unabhängig ist. 
Wird ein Ausdruck Kx m y n 1 in welchem K weder x noch y enthält, 
nach x oder nach y differenzirt, so geht seine Grössenordnung in die 
um 1 niedrigere über. In die Rechnung selbst werden nun derartige 
Reihen für g, t], £ nicht direkt eingeführt Die gemachte Voraus- 
setzung dient jedoch zur Begründung des Satzes, dass jeder Summan- 
dus der Grössen g, t\ 9 £ oder ihrer Differentialquotienten durch die 
Differentiation nach x oder y, sofern er nicht überhaupt fortfällt, 
eine um 1 niedrigere Grössenordnung annimmt. Durch die 
Differentiation nach z wird dagegen, da z in keiner Beziehung zum 
Werth c steht, die Ordnung der einzelnen Glieder nicht geändert, ab- 
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gesehen von dem Verschwinden der von z nicht abhängigen Summan- 
den. — Es geht hieraus hervor, dass bei der angenäherten Rechnung 
die nach x und y genommenen Differentialquotienten gewisser Terme 
oft noch zu berücksichtigen sein werden, wo diese Terme selbst und 
ihre Ableitungen nach z schon in die Ordnung der zu vernachlässigen- 
den Grössen gehören. Daher kommen für die Ausdrücke (2.) der in- 
neren Druckkräfte verschiedene Näherungswerthe der Grössen £, y, g 
in Betracht , jenachdem letztere in Bezug auf x, y oder in Bezug auf 
z zu differenziren sind. 

Um ein einfaches Beispiel für die Verschiedenheit der Grössen- 

Ordnungen von g, ij, £ einerseits und von -^— - , . . . —^- andererseits zu 

geben, möge an den Fall erinnert werden, wo ein Stab in seiner 

Längsrichtung, parallel zur z- Achse, ausgezogen wird. Dann ist g 

eine Variable, welche die zur Quercontraction gehörigen, der x- Achse 

parallelen Verrückungen der einzelnen Theilchen darstellt Der 

dB 
Differentialquotient -~- liefert den Massstab für die Verkleinerung 

innerhalb des Querschnitts, indem er denjenigen Werth angiebt, um 

welchen im Querschnitt die Länge 1 kürzer werden würde, falls der 

dB 
Querschnitt eine solche Länge enthielte. Während also -~- von der- 

ax 

selben Ordnung wie die beobachtete Verlängerung des Stabes ist, ge- 
hört g der um 1 höheren Ordnung an, weil, wegen der vorausgesetzten 

dB 
Kleinheit des Querschnitts, der Massstab — — nur für eine kleine Länge 

ox 

zur Anwendung kommt. 

Der numerische Werth der Druckkräfte wird, wie in der Einlei- 
tung angeführt ist, stets in der Weise bestimmt, dass man dieselben 
auf die Flächeneinheit übertragen denkt Daher steht der Ausdruck 
der gegebenen, auf die Staboberfläche wirkenden Druckkräfte Ä) Y ) Z 
in keiner unmittelbaren Beziehung zu der Grösse c, so dass nach der 
hier festgesetzten Klassification die Functionen JC 7 Y, Z als Grössen 
von der Ordnung bezeichnet werden müssen. Indessen erfordert 
letzteres eine nähere Erläuterung; denn in Betreff der Frage, wie be- 
trächtliche Werthe von X 9 V } Z zulässig sind, ist die Grösse von c 
doch von bestimmendem Einfluss. Es ist zu berücksichtigen, dass den 
Rechnungen die doppelte Voraussetzung zu Grunde liegt, dass c klein 
sei, und dass die Formveränderung des Stabes klein sei. Die Unter- 
scheidung der Grössen nach ihren Ordnungen basirt auf der ersteren 
Voraussetzung; gleichzeitig giebt aber die letztere für die einzelnen 
Ausdrücke gewisse Grenz werthe an, die nicht überschritten werden 
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dürfen. Die Kräfte JT, Y } Z müssen der Ordnung zugerechnet wer- 
den, weil die durchgeführte Elassification sich ajif die direkte Ab- 
hängigkeit der vorkommenden Werthe von der Grösse c bezieht, und 
ein solches Yerhältniss bei X, Y 9 Z, wie die geometrische Anschauung 
zeigt, nicht vorliegt. Die Maximalwerte jedoch, bis zu welchen X, 
Y f Z gewählt werden dürfen, nehmen ab, wenn c abnimmt Die Be- 
dingung, dass die Deformation klein bleibe, bildet den Ausgangspunkt 
der ganzen Betrachtung; auch die grössten vorkommenden Werthe von 

-, . . . -^ müssen die Eigenschaft behalten, dass ihre Quadrate und 

Produkte neben den ersten Potenzen vernachlässigt werden können. 
Mit den in solcher Weise beschränkten Kräften X, Y } Z, die man der 
Ordnung zurechnet, vergleicht man dann die übrigen Druckkräfte, 
sowie die sonstigen Werthe. Durch die Ein th eilung in Grössenordnungen 
soll nichts über die absoluten Werthe gesagt, sondern nur das Ver- 
hältniss der verschiedenen Werthe zu einander fixirt werden. Wenn 
z. B. im Folgenden die Ordnung von X a und Y t gleich — 1, die von 
Z t gleich — 2 ermittelt wird, so ist klar, dass trotz dieser negativen * 
Ordnungszahlen die absoluten Werthe der genannten Kräfte in vielen 
Fällen sehr gering sein werden; denn alle Druckkräfte und Verschie- 
bungen werden klein, sobald man die Belastung des Stabes genügend 
abnehmen lässt. Aber die Ordnungszahlen zeigen an, dass Z x gross 
im Vergleich zu X gJ Y M9 und letztere gross im Vergleich zu den Ober- 
flächenkräften X, Y y Z sind, da zwischen diesen Werthen ein ähnliches 

1 1 
Verhältniss wie zwischen — z-, — und 1 besteht. Die einzelnen Sum- 

c 2 ' c 

manden der Druckkräfte und Verschiebungen sind im Allgemeinen 
einerseits mit positiven oder negativen Potenzen von c oder x, y multi 
plicirt, wodurch ihre Ordnung bestimmt wird; andererseits enthalten 
sie aber einen von den gegebenen Kräften X, Y } Z abhängigen Factor, 
welcher unendlich klein wird, wenn die Belastung des Stabes sich 
der Null nähert Durch diesen letzteren Factor bleiben die Tenne 
negativer Grössenordnung auch in dem Fall, dass c sehr klein wird, 
innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen, wegen der Voraussetzung, dass 
X, Y, Z nur solche Werthe annehmen dürfen, für welche die Defor- 
mation überall klein ist. 

Die Componentensummen /;, g u h u welche iu (8.) definirt wurden, 
haben im allgemeinen Fall die Ordnung 1 ; denn sie sind gleich Inte- 
gralen, in denen die Functionen Oter Ordnung X } Y } Z über das der 
lsten Ordnung angehörige Stück der Mantelfläche integrirt werden. 
Ferner sind /" 2 , g 27 ä 2 Grössen der Ordnung 2, da in (9.) die Integra- 
tionen sich über die Querschnittfläche, die von der 2ten Ordnung ist, 
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erstrecken, und das Glied — rCD (/ — z) wegen des Factors C eben- 
falls die Ordnung 2 hat Von den auf die Drehungsmomente bezüg- 
lichen Ausdrücken gehören die in (12.) angegebenen Functionen F { 
und Gi zur Ordnung 1, die Functionen (13.) F v G 2} #i zur Ordnung 2, 
endlich die in (14.) erwähnten Constanten F 3j G 3 , // 2 zur Ordnung 3. 
Denn in (12.) sind die Integrationen über eine Fläche l»ter Ordnung 
auszudehnen, und die zu integrirenden Functionen haben die Ordnung 0, 
weil auch die Hebelarme $ — z von der Oten Ordnung sind. In (13.) 
kommen dagegen entweder die Hebelarme x, y von der Ordnung 1 
vor, oder man hat über eine Fläche 2ter Ordnung zu integriren; und 
in (14.) werden Functionen lßter Ordnung über die der 2ten Ordnung 
angehörende Endfläche integrirt 

Indessen gelten die soeben eimittelten Grössenordnungen der 
Functionen /i, g u h u F l} F 2 , G u G 2) //i nicht für alle Punkte des Stabes. 
Vielmehr sind diejenigen Stabtheile auszunehmen, die an die Endflächen 
z— ±/ unmittelbar angrenzen, weil / — z, respective — / — z, da- 
selbst eine kleine Grösse ist. In den obigen Erörterungen wurde die 
1 Differenz / — z als eine Grösse Oter Ordnung, und desshalb das Stück 
der Mantelfläche, welches bei den Integrationen vorkam, als eine Grösse 
ister Ordnung angesehen. So lange aber / — z dieselbe Ordnung wie 
c hat, ist jener Theil der Mantelfläche nur von der Ordnung 2. Man 
erkennt, dass die Ordnungszahlen der erwähnten Functionen dann 
sämmtlich höher werden. Von dem Stabende z = — / gilt dasselbe 
wie von dem Stabende z = + /, da das eine nicht vor dem anderen 
bevorzugt ist Genau die gleiche Ausnahmestellung nehmen die End- 
stücke des Stabes in Betreff der unten behandelten Grössenordnungen 
der inneren Druckkräfte X a} K XJ Z x ein, indem letztere für die Punkte, 
wo / — z klein ist, eine höhere Ordnung als für die übrigen Punkte 
haben. Da aber alle weiteren Rechnungen auf der Feststellung der 
Grössenordnungen der erwähnten Functionen beruhen, so sollen im 
Folgenden die den Enden benachbarten Stabtheile von der Be- 
trachtung überhaupt ausgeschlossen sein, in der Art, dass voll- 
ständig darauf verzichtet wird, die bei denselben auftretenden mecha- 
nischen Vorgänge näher zu ermitteln. Die gesammten Rechnungen 
gelten nur für diejenigen Theile des Stabes, welche von den End- 
flächen genügend weit entfernt sind, damit die Grösse / — z, respective 
— / — z, von der Ordnung 0, und nicht von der Ordnung 1 ist. In 
der That ist leicht zu sehen, dass die Behandlung der Deformation der 
Endstücke des Stabes in ein anderes Problem gehört, nämlich in das- 
jenige, wo nicht die eine Dimension vorwiegt, sondern alle drei Dimen- 
sionen gleichberechtigt auftreten. Denn für die Formveränderungen 
und die Druckkräfte, welche in der Nachbarschaft der freien Enden 
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des Stabes vorkommen, ist es unerheblich, wie lang im Uebrigen der 
Stab ist. — In Folge der oben ausgesprochenen Beschränkung der 
Aufgabe kommen die Bedingungen (4.), die sich auf die Endflächen 
beziehen, hier nicht zur Anwendung. Dieselben sind zur Bestimmung 
derjenigen Unbekannten, welche zu den von den Endflächen entfern- 
teren Stabtheilen gehören, nicht erforderlich. Die an den Endflächen 
wirkenden äusseren Druckkräfte sind indessen in den Gleichungen 
(10.) und (11.) berücksichtigt, wo die Werthe /* 2 , g i} Ä*, F 2} F$, G 2} G 3f If 2 
von denselben abhängen. 

Die 6 inneren Druckkräfte X XJ Xy, . . . Z E sind in ihrer Grössen- 
ordnung erheblich von einander verschieden, was eine Folge der Ver- 
schiedenheit der Umstände ist, unter denen sie am cylindrischen Stabe 
zur Wirkung kommen. Denn es weichen sowohl die Ordnungen der 
Flächen von einander ab, an denen die Kräfte angreifen, als auch die 
Ordnungen der Hebelarme, welche für die Drehungsmomente anzu- 
wenden sind. Zu Schlussfolgerungen in Betreff der Grössenordnungen 
der 3 Componenten X z} Y ZJ Z z gelangt man durch die Gleichungen 
(10.) und (11.); deren rechte Seiten bekannte Functionen von z sind, 
während links Integrale stehen, in denen die zu integrirenden Functionen 
von X z , Y z , Z z abhängen. In den Gleichungen (10.), die sich auf die 
Gomponentensummen beziehen, macht sich nur der Unterschied der 
Ordnung der Flächen, auf welche die Kräfte wirken, geltend. Indem 
links die Componenten X z9 Y z , Z z über den Querschnitt des Stabes, 
rechts X } V, Z über die Mantelfläche summirt werden, ist Gleichgewicht 
nur möglich, wenn X z , Y z , Z z die gegebenen Oberflächenkräfte X, Y 9 Z 
in demselben Masse übertreffen, wie die Mantelfläche grösser als die 
Querschnittfläche ist Es mögen zunächst die beiden ersten Gleichungen 
(10.) betrachtet werden, die X z und Y z enthalten. Die rechten Seiten 
derselben sind von der lsten Ordnung; denn /i und g x gehören dieser, 
/* 2 und g 2 der 2ten Ordnung an. Da aber, wenn eine Function nter 
Ordnung über eine Fläche 2ter Ordnung integrirt wird, die Ordnungs- 
zahl des Integrals sich auf n + 2 erhöht, so ergiebt sich für X z und 
Y z aus den Gleichungen (10.) die Ordnung — 1. Dies Resultat wird 
durch die 3te Gleichung (11.) bestätigt, da deren beide Seiten alsdann 
die Ordnung 2 annehmen. 

Die 2 ersten Gleichungen (ll.)> welche die Bedingungen für die 
Drehungsmomente in der xz- und yz-Ebene ausdrücken, liefern, weil 
der Unterschied der Hebelarme hinzutritt, den weiteren Schluss, dass 
Z z noch von einer um 1 beträchtlicheren Ordnung als X z und Y z "ist 
Denn bei den erwähnten Drehungen hält die Kraft Z z den an der 
Mantelfläche angebrachten Kräften das Gleichgewicht, obwohl zu letzteren 
theilweis Hebelarme der Ordnung 0, zu Z z stets nur Hebelarme der Ord- 
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nung 1 gehören. Die rechten Seiten der 2 ersten Gleichungen (11.) haben 
die Ordnung 1, woraus für die links zu integrirenden Produkte xZ z und 
yZ z die Ordnung — 1, und somit für die Kraft Z z die Ordnung 
— 2 folgt. Endlich giebt die 3te Gleichung (10.) die besondere Eigen- 
schaft yon Z% an, dass das Integral JJz% dx dy, indem die Ausdrücke 
der Ordnung sich gegenseitig fortheben, auf die Ordnung 1 zurückgeht. 

Die Gründe, welche für X z , F ZJ Z z eine beträchtlichere Grössen- 
Ordnung als die der gegebenen Kräfte X, F, Z verlangen, sind für die 
übrigen inneren Druckkräfte X x , F w , X ¥ nicht vorhanden. Letztere 
wirken auf Flächen, welche der Stabachse parallel sind, und die dieser 
Achse parallelen Schnittflächen des Stabes haben dieselbe Ordnung wie 
die Mantelfläche. Wenn man sich die Theilung des Stabes nicht, wie 
im § 1, durch einen zur z-Achse senkrechten Querschnitt, sondern durch 
eine beliebige der z-Achse parallele Ebene bewirkt denkt, und wieder- 
um die Gleichgewichtsbedingungen des starren Systems für den einen 
Abschnitt des Stabes aufstellt, so stehen den Flächen, an denen X, F 7 
Z angebracht sind, stets Flächen der gleichen Ordnung, an denen X m 
F 9 , X y wirken, gegenüber, und ebenso gehören dann zu X, F, Z einer- 
seits und X X} F ¥ , X y andererseits Hebelarme derselben Ordnung. 

Die obigen Betrachtungen über die Grössenordnungen der Druck- I 
kräfte geben nun einen Anhalt für die Frage, durch welche Art von 
Functionen man die Befriedigung der Differentialgleichungen in dem 
Problem der Deformation des Stabes zu versuchen haben wird. Man 
hat das Resultat erhalten, dass die Kraft Z z von beträchtlicherer Ordnung I 
als alle übrigen inneren Druckkräfte ist, indem sie um 2 Ordnungen 
niedriger als die Oberflächenkräfte X, F, Z sein muss, dass ferner > 
X z und F z die letztgenannten gegebenen Kräfte noch um 1 Ordnung 
übertreffen, während für X x , F ¥} X v sich kein Schluss, der eine negative 
Grössenordnung forderte, ergab. Die im Folgenden angestellten Rech- 
nungen zeigen, dass in der That eine Lösung der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichungen existirt, bei welcher Z z die Ordnung — 2, X z und F„ 
die Ordnung — 1, und X X) F y , X y die Ordnung haben. Um zu dieser 
Lösung zu gelangen, reicht es aus, die Bedingung zu Grunde zu legen, 
dass die Druckkraft Z z eine beträchtlichere Grössenordnung 
habe, als die übrigen inneren Druckkräfte. Es soll daher zu- 
nächst die Frage behandelt werden: 

Von welcher Form müssen die Ausdrücke der Verschiebungen ' 
g, 7], £ sein, damit allein die Kraft Z z die Ordnung — 2 an- 
nimmt, die Componenten X g} F M , X x , F y , X v dagegen eine 
höhere Ordnung als die — 2te haben? 
Nachdem im § 3 auf Grund dieser Forderungen die allgemeine Form 
der Verschiebungen g, rj, £ ermittelt ist, werden in den §§4 — 7 die 



\ 
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näheren Bestimmungen für die unbekannten Functionen, die in den Aus- 
drücken yon g, tj, g enthalten sind, abgeleitet. Die Differentialgleichungen, 
welche sich hierbei ergeben, sind von der Beschaffenheit, dass die bei der 
Integration auftretenden willkürlichen Grössen durch die Bedingungen 
des Problems sämmtlich bestimmt sind, abgesehen von den in (11.) der 
Einleitung erwähnten Tennen. Die Summanden beträchtlichster Ord- 
nung von g, t], g werden mit Hülfe der Gleichungen (10.) und (11.) 
ermittelt. Im Uebrigen liefern die Oberflächenbedingungen (3.) die 
nöthigen Angaben für die vollständige Bestimmung der Functionen. 

§ 3. Die Form der Functionen g, tj, g. 

Die Methode, die Summanden der Veränderlichen in Bezug auf 
ihre Grössenordnung zu unterscheiden, erfordert zunächst, die einzelnen 
Bestandtheile der Verschiebungen g, tj, g besonders zu bezeichnen. Man 
trenne in g, i), g diejenigen Summanden, deren Ordnung durch eine 
grössere negative Zahl als — 1 angegeben wird, von den übrigen, und 
nenne ihre Gesammtheit respective U x , V x , W^ Ferner mögen U%, V iy 
W*l die Bestandtheile — lter Ordnung von g, ij, £ darstellen. Der Rest 
von g, welcher alle Glieder von der Oten und von positiver Ordnung 
enthält, wird durch den Buchstaben tv bezeichnet. Bei g, r\ fasst man 
die Terme Oter Ordnung in Uq, t; , und die Terme positiver Ordnung 
in u, v zusammen. Es werden also für g, q, g die Summen 

[ g — ü x + U 2 + «o + u, 
(16.) I v = v i + V i + v + v f 

substituirt, die man in die Formeln (2.) der inneren Druckkräfte ein- 
zusetzen hat. 

Die Normalkräfte X X) V yy Z g gehen hierdurch in Ausdrücke über, 
welche man folgendermassen in je 2 Zeilen schreibt: 

*-.«fi±a +( .->.)|*5+s + S'.| 

, äju, + u) _ [ i (V, + v) ä W + .) I 

dx ( dy dz ) 

w dy v y ( dx dz i 

+ a d ( v * ±*L + f a — 2b) | d (^ + tt ) + *(*** + ») 
dy ^ M d x dz 

+ .«ii± 2i +«-»)|^ tÄ +- £ V A l- 
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In den oberen Zeilen haben dann sämmtliche Summanden eine beträcht- 
lichere Grössenordnung als die — lte ? während in den unteren Zeilen 
die Ordnungszahl stets gleich — 1,0 oder einer positiven Zahl ist. 
Denn da die Differentiation nach x oder y die Ordnung um 1 ernie- 

dü 2 



dx 



a 



drigt, die nach z dagegen die Ordnung unverändert lässt, so sind 

d V*k dW 

und -~ von der — 2ten ? —1 von der — lten Ordnung, etc. Nun 

soll allein Z % die Ordnung — 2 erreichen: folglich müssen sich in 
X s und F v die Terme, welche der — 2ten oder einer noch niedri- 
geren Ordnung angehören, gegenseitig aufheben. Auf diese Weise er- 
geben sich, wenn man den Bestandtheil von Z z , der die Ordnung — 2 
hat, durch J bezeichnet, die 3 Gleichungen: 

^«±« + (.-»)i'-«^ + ^i-« 

<„o|.^±a +( ._ Ä) jiffi±a + ^|_^ 

.. <£ + ( ._»,|iffi±_W + 'J5 +*>)_* 

Dieselben bilden ein lineares algebraisches System für die 3 Unbe- 
kannten * * , — * •-, — 3- 1 . Aus den 2 ersten Gleichungen 

dx dy 7 dz ° 

folgt durch Subtraction 

d(üj +Ui)^ d(V l + V 2 ) 
dx dy ' 

so dass die Gleichungen 

entstehen, deren Auflösung zu den Werthen 

( .„. . dx dy "" JE,' 

dz E 

fährt. E und E { sind die in (12.) der Einleitung, sowie in (15.) dieses 
Abschnitts erwähnten Constanten: 

J ist eine unbekannte Function von x, y, z, deren Summanden in- 
dessen ausschliesslich von der — 2ten Ordnung sind. 
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Aus den Gleichungen (18.) ergiebt sich, dass U t nicht von x, und 
Vi nicht von y abhängt Wenn ein Term der Ordnung — 2 nach x 
oder y differenzirt wird, so nimmt der Differentialquotient, falls er nicht 
gleich ist, die Ordnung — 3 an. Nach der Definition von U u l\ 

sind also die Differentialquotienten -~- , -^ , — - , -^- y soweit sie nicht 

verschwinden, gleich Grössen, die nur Glieder von der — 3ten oder 
einer niedrigeren Ordnung enthalten. Die Summanden der Function 
/ haben aber sämmtlich die Ordnung — 2. Folglich zerlegen sich die 
beiden ersten Gleichungen (18.) in je zwei andere, und man erhält 
aus (18.) das Gleichungssystem: 

dU l _dV L _n 
~ dy-"' 

_dV 1 _J^ dW x = / 
~ dy = E { ' dz ~ E' 

Für die Kraft X v ergeben die Gleichungen (2.) und (16.) den 
Ausdruck 




+ b 



V dy """ dx )' 



in welchem —r- und -^ von der — 2ten —r±- und — — - von niedrigerer 

dy dx dy dx 

Ordnung als der — 2ten sind. Da nun der Voraussetzung nach die 
Ordnung von X f eine höhere als die — 2te ist, so müssen die genann- 
ten Differentialquotienten den Gleichungen 

(20.) J dy dx ' 

dy dx 
genügen. 

Endlich haben die Componenten X s und V z in Folge der Substi- 
tution (16.) die Werthe: 

x * =b \~d7 + dx 

. . j d (U 2 + «o + «) , dm 
+ b \ dz + dx~ 

r * b \-dT + Ty 

, ,.d(V 2 + v + v) ,dtv 
+ bl ^_ . + _ 
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Die Ordnungszahl der Summanden 

düy^ dj^_ dW\ dWi dfr 2 dW L 

dz 1 dz 1 dx' dy'dx' dy 
ist eine grössere» negative Zahl als — 1. Also liefert die Forderung, 
dass X z und Y % nicht von beträchtlicherer Ordnung als der — lten 
sein sollen, die Gleichungen: 



dUi 



r [ dW + Wi) ^ 



dz dx 

dv x d(fr i + w*) = 

dz dy 

Die 3 Grössen U X} V u W x + W^ müssen, den vorstehenden Bech- 
nungen zufolge, gleichzeitig die 5 Differentialgleichungen 



(21.) 



dx = dy dy dx 7 

dU x x d(W x +W % ) ^dV x d(W x + fr 2 ) = Q 
dz dx dz dy 



(PU\ cPVt 
befriedigen. Die 3 ersten Gleichungen, aus denen man -r-± = — -£ = 

dy 1 dx 1 

ableitet, zeigen, dass ü x und V x die Form 

Uy^Ni—N'y, V X =N 2 + N'x 

* 

haben, wo N X} JV 2 , JV' Functionen von z allein sind. Die Elimination 
von Jt\ + W % aus den beiden letzten Gleichungen (21.) führt dann zu 

der Relation _ * — _ * , aus welcher man für N' die Bedingung 

ayaz axaz 

*¥- = 0, JIT = Const 
dz 

erhält Nun drücken aber, wie am Schluss der Einleitung erörtert 
wurde, die Werthe 

§ = — tfy, r/ = N'x, 

wenn N' constant ist, keine Formveränderung, sondern nur eine kleine 
Drehung des betrachteten elastischen Körpers (um die z- Achse) aus, 
bei welcher derselbe unverändert bleibt Und da derartige Tenne, die 
in (11.) der Einleitung vollständig angegeben sind, bei dem vorliegen- 
den Problem ganz willkürlich bleiben, so können die Summanden 
— N*y von U x und + N'x von V x hier einfach fortgelassen werden. 
Auf diese Weise ergeben sich U x und V x als Functionen von z allein. 
Man trennt, mit Bücksicht auf das Folgende, von N x und N% den con- 

stanten Factor -= ab und setzt N x =- *L N 2 = -=r, so dass die Glei- 

chungen entstehen 
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(22.) Q- 1,^-1, 

und daher 

d (y t + W 2 ) ^ 1 ö% d(W x + H \) = . 1 d® 
dx E dz } dy E dz' 

wo § un< i ® nur von z abhängen. Für W x + fV 2 folgt aus den letz- 
teren Gleichungen der Ausdruck 

<W1 + *~4 (2 •+"' + *)• 

in welchem f) ebenfalls eine Function von z allein bedeutet 

Ueber die Grössenordnungen der Functionen g, ®, I) giebt die 

letzte der Gleichungen (19.) Aufschluss. Da nach derselben -r-^- gleich 

— , also von der Ordnung — 2 ist, so zeigt die nach z differenzirte 
E 

Gleichung (23.) dass -2 keine beträchtlichere Ordnung als die — 2te^ 

uz 

und — 2 -TT keine beträchtlichere als die — 3te haben können. 
dz* 9 dz 2 

Geht man von -r-^» tt» ^ mittelst Integration zu den Functionen 

dz 27 dz 2 dz 

%, ©, I) selbst über, so treten allerdings gewisse Glieder von un- 
bekannter Grössenordnung hinzu, nämlich bei $, © willkürliche lineare 
Functionen von z, die durch 

ai + b'z, bj + a'z 
bezeichnet werden mögen, und bei f> eine willkürliche additive Con- 
stante Co. Aber nach (22.) und (23.) liefern diese Ausdrücke zu den 
Verschiebungen g, ?], £ nur die Beiträge 



^E+E Z > 




l-E+E 2 ' 




b' o' 


4 



weichein den Werthen (11.) der Einleitung enthalten sind. Da letztere 
hier überhaupt willkürlich bleiben und beliebig zu £, tj, £ hinzugefügt 
werden können, so wird die Allgemeinheit der Rechnung in keiner 
Weise beschränkt, wenn man die Constanten aj, bj, cj, a', b' (wie oben 
N*) sämmtlich gleich Null setzt Dann ergiebt sich für g, @, f) die- 
selbe Grössenordnung wie respective für -r^, — ^, ^, indem die 
Differentiation nach z die Ordnung nicht ändert Also ist, gemäss der 
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aus der letzten Gleichung (19.) gezogenen Folgerung, die Ordnung von 
% und © nicht niedriger als die — 3**, die von \) nicht niedriger als 
die — 2te. Andererseits sind W x und W 2 als die Bestandteile nega- 
tiver Ordnung von £ definirt worden. Daher müssen nach (23.) alle 
Summanden von f) einer negativen Ordnung angehören, und alle Sum- 
manden von 3f, @ eine niedrigere Ordnung als die — lte haben. Hier- 
mit ist bewiesen, dass man 

(24.) $=& + &, © = ©! + ©*, $ = $l + *2 

setzen darf, wo \) 2 nur Tenne der — lten y die 3 Functionen gf 2 , @ 2 , Ih 
nur Tenne der — 2ten J und % u ® t nur solche der — 3ten Ordnung ent- 
halten. Die Gleichung (23.) trennt sich dann in die 2 Gleichungen: 



(25.) 



W - 1 (*& , 4- d@ » « 4- fl ^ 



Für die Grösse /, welche den Bestandtheil — 2ter Ordnung der Kraft 
Z z darstellt, ergiebt sich aus der letzten Gleichung (19.) und der ersten 
Gleichung (25.) der Werth: 

Nachdem für U u V x die Gleichungen (22.), für W u W 2 die Glei- 
chungen (25.) ermittelt worden sind, bleiben von den zu einer negativen 
Ordnung gehörigen Bestandteilen von g, rj, £ die Grössen U 2 > V 2 zu 
behandeln übrig. Zufolge von (19.) und (20.) haben U 2 und V 2j nachdem 
für J der Ausdruck (26.) substituirt ist, die 3 Gleichungen 

. dx dy E\dz* "^ dz* y ' t ' dz)> 

dy dx 

zu erfüllen. Durch Integration der beiden ersten Gleichungen erhält 
man 

^ = T i {^J + ^ Xy+ ± X ) + ^^^ 

v- L(^ xv + ^£ + &j\ + n r x ^ 

F2_ ü U* 2 y + ^^ 2 + dz y ) + n * ( *' ** 
wo Di und 77 2 willkürliche Functionen der bezüglichen Argumente y, 
z und x } z sind. Setzt man diese Werthe von ü 2} V 2 in die 3te Glei- 
chung (27.) ein, so ergiebt sich: 

- 1 *®i r ■ dU 2 (x y z) 1 <Pfo dll x (y,z) 

M x dz* ^ dx Et dz* y dy ' 

4 
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Nun ist die linke Seite der letzteren Gleichung frei von y, die rechte 
frei von x\ folglich müssen sich beide Seiten auf eine Function von z 
allem reduciren, die durch %i bezeichnet werden möge. Dann ist: 

dUift,, z) y 1 d^t 

^ *i —^ -p- y, 

dBt(z, z) _ _. 1 <P@i„ 
te ** ^ dz* * 

Indem man integrirt, gewinnt man für Di (y, z) und D t (x, z) die 
Werthe 

woselbst % und Di zwei Functionen von z allein bedeuten. Daher 
sind Oi und F 2 gleich den Ausdrücken: 

Von den von z abhängigen Grössen 2Jj, $P D t gehören Sßi und Di 
(in allen ihren Summanden) zur Ordnung — 1, dagegen X { zur Ordnung 
— 2, da in U % und V 2 ausschliesslich die Glieder — lter Ordnung von 
g und t] enthalten sind. 

Durch die für U u Fi, W u U 2 , V 2 , JT 2 abgeleiteten Bestimmungen 
gehen die inneren Druckkräfte in Functionen der Grössen Uq, v 0j u, v y 
n> und der nur von z abhängigen Werthe %, ©, f>, 2^, Sßi, Di über. 
Die Ausdrücke für die Normalkräfte X s> F yy Z M , welche am Anfang 
dieses Paragraphen aufgestellt wurden, lauten, nachdem der Werth (26.) 
von / berücksichtigt ist, 

Z * \dz* X+ dz* y+ dz) 

dz v ' \ dx dy 

Bei der Componente X 9 kommen die Gleichungen (20.) und bei X ZJ V s 
die 2 letzten Gleichungen (21.) in Betracht, so dass die Werthe 



Y =b\ v I j 
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x, = b\ d{u < + u) + 'fo + 'H 
z g = fcj rf ^ + ^ + tt ) + ^L 

2 ( dz ^ dxy 

erhalten werden. Für JF 2 > tf 2 > ^2 sind in die obigen Gleichungen die 
Ausdrücke (25.) und (28.) zu substituiren. 

§ 4. Die Glieder Uq und t> . 

Für die Bestandteile von g, *?, £, welche von der Oten oder von 
positiver Ordnung sind, werden Differentialgleichungen erhalten, die sich 
aus den Gleichungen (1.) durch Trennung der einzelnen Ordnungen er- 
geben, während für die Grenzbedingungen gleichzeitig eine analoge 
Zerlegung der Relationen (3.) eintritt Es sollen hier zunächst die 
Grössen i/o, v behandelt werden, die als die Gesammtheit der zur Oten 
Ordnung gehörigen Tenne von £, tj definirt sind. 

Von den Druckkräften, welche in den 2 ersten Gleichungen (1.) 
vorkommen, hat keine die Ordnung — 2. Man bezeichne die Bestand- 
teile — lter Ordnung von X X1 V„ X 9 der Abkürzung halber durch 

[XmU, «1-1, KU 

Dann entstehen, weil die nach x oder y genommenen Differential- 
quotienten der Grössen — lter Ordnung, soweit sie nicht fortfallen, von 

A Y AV 

der Ordnung — 2 sind, und i, !, AT die — lte, respective die 

dz dz 

Ote Ordnung haben, aus den 2 ersten Gleichungen (1.) die Bedingungen 

(29.) { ; 

die für einen beliebigen Punkt des Inneren gelten. Femer stehen in den 
2 ersten Gleichungen (3.) rechts die gegebenen Oberflächenkräfte X y V, 
welche znr Ordnung gehören. Die Bestandteile — lter Ordnung der 
linken Seiten müssen also für sich verschwinden, so dass man für die 
Punkte der Oberfläche die Gleichungen 

( . j M-i cos X + [X,]-! cosp — 0, 

1 ' < Ui]-4 oosi + l^j-xcosp — 

erhält 
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Man genügt nun den Gleichungen (29.) und (30.) in der Art, dass 
man für beliebige Werthe von x, y, z 

(31). [X,U = M-i - M-i - o 
setzt Die letztgenannten Ausdrücke hängen von den Grössen Wo, v Q , 
Wi ab. Denn gemäss den am Schluss des vorigen Paragraphen an- 
geführten Gleichungen sind in X x , F 9f Ä 9 folgende Bestandteile von 
der — lten Ordnung enthalten: 

Aus (31.) folgt daher zunächst 



(32). 



dx v ' d y v ' 



dz' 



tfy 



oder 



du* 
dx 



dv 



a — 2b dfV 2 



2{a — b) dz ' 



Für 



a — 2b 



E 



_ , ^ kann man nach (15.) den Quotienten -^- setzen. Indem 

2(a — b) v ' Ei 



dW> 



man sodann für -H seinen Werth aus i25.) substituirt und die 3te 

dz v ' 

Gleichung (31.) hinzunimmt, erhält man für die Functionen «/<> und t» 
das Gleichungssystem: 



(33.) 



diio 
dx 

du 



= ^ = — ( 
dy Et \ 



+ *»-<>. 



dz 2 



* + 



dz 1 



y + 



dz) 9 



dy ' dx 

Dasselbe wird mit dem für U 2 , J\ abgeleiteten Gleichungssystem (27.) 

identisch, wenn man die Functionen U 2j V v % u ® u ^ durch Uq, v 9 , % tJ 

©i> ^2 ersetzt. Also ergeben sich Uq und v gleich Ausdrücken, welche 

den Wertheu (28.) von U- 2 und V 2 analog gebildet sind, und aus letzteren 

entstehen, wenn statt 

%, @i, *i, *,, Vi, Qi 
bezüglich 

%» ©2, fc, %t, ?2, Q, 

geschrieben wird, iL es ist: 
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(34.) 



1 /<P®t y* — x* ,d% , dbj \ , „. , _ 



Die Grössen £ 2 > ^2, Ö2 hängen, wie X h %> ßi, von z allein ab; ihre 
Ordnungen sind indessen um je 1 höher als die der letzteren Functionen. 
Da Uq und v Q nur Glieder der Oten Ordnung enthalten, so haben ^ 
und CI2 dieselbe Eigenschaft, während in X 2 nur Glieder der Ordnung 
— 1 vorkommen. Um für das Folgende eine bequemere Bezeichnung 
zu erlangen, definirt man, entsprechend zu (24.), drei Grössen % Sß, Q 
durch die Gleichungen: 

(35.) X = »i + 5C,, $ = 5ßi + ^2, D = Ck + D* 

Man bemerke, dass die Lösung (31.) dem cylindrischen Stabe (in- 
clusive des im § 8 behandelten Stabes) eigenthümlich ist und auf den 
ursprünglich krummen Stab nicht ausgedehnt werden kann. In dem 
4ten Abschnitt, wo Fälle von gekrümmten Stäben betrachtet werden, 
bleiben die Entwicklungen nur so lange den in diesem Abschnitt 
angestellten Rechnungen analog, als sie die einer negativen Ordnung 
angehörigen Summanden der Verschiebungen betreffen (wie im vor- 
stehenden § 3). Die Gleichungen für die Tenne Oter Ordnung werden 
dagegen völlig andere, indem die Kräfte X x , F 9) X 9 sich dann nicht 
auf die Ote Ordnung reduciren. 

Für die Glieder — 2ter Ordnung von Z a , die man durch J bezeich- 
nete, wurde im Vorhergehenden die Gleichung (26.) abgeleitet Es er- 
giebt sich nun aus (25.) und (34.) eine analoge Transformation des 
Bestandtheils — lter Ordnung von Z t7 welcher nach § 3 durch die 
Summe 



«HF, , 

*-* + 



«■-»>(£-+£) 



dargestellt wird. Derselbe unterscheidet sich, da nach (19.) die Diffe- 
rentialquotienten -r-*- und —~ verschwinden, von dem in (17.) ange- 

führten Ausdruck der Grösse / nur dadurch, dass W % , uq, v an die 
Stelle von W Xj U 2 , V 2 getreten sind. Ausserdem werden aber die 2 
ersten Gleichungen (17.), wenn man auch in ihnen W u U 2) V % durch 
JV 2 , UQ, v ersetzt, mit den Gleichungen (32.) identisch. Folglich kann 
man aus der Lösung (18.), die für das Gleichungssystem (17.) erhalten 

wurde, und die für / den Ausdruck E-—^~ ergab, direkt schliessen, dass 
der Bestandtheil — lter Ordnung von Z % den Werth 

dw, /*& am, d^\ 

* dz \dz* X+ dz* y+ dz) 
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hat Indem man ferner die Gleichungen (24.), (35.) auf die Ausdrucke 
von Z t , X t , Y t anwendet, findet man für diese 3 Druckkräfte von ne- 
gativer Grössenordnung die Formeln: 

tP® . df) 



(36.) 



Z - (§* + ^ + *z 



) 






(a — 2b)(- 



X* 



dz 
1 (d*$ x^—y 1 



du dv 
dx + dy 



)■ 



-( 



«fe» 



, tP® , dP% 



tfc» 



dz* 



') 



b * 



dX dfy dw du 

dz y + dz + dx + dz' 

^{dz* 2 + dz* Xy+ dz* V ) 

d% d& dw dv 
+ dz X+ dz + dy + dz' 



Während bei Z t sämmtliche Terme der — 2ten und der — 1*««» Ord- 
nung in dem Trinom 

(d*% ,tP® ,d$\ 

-W x +-dz-*y + d7) 

1 1 

enthalten sind, kommt in den obigen Ausdrücken von j- X z und j- V s 

je ein Summandus der — lton Ordnung vor, über dessen Natur noch 
keinerlei Aufschluss gewonnen ist Es sind dies die Differentialquo- 
tienten -j- und -=—. Im § 3 wurden u und t; als Grössen von positi- 
dx dy ö r 

ver Ordnung, w dagegen als eine Grösse Oter Ordnung definirt, so dass 

— und — die Ordnung — 1 , also die nämliche wie die Kräfte X z 

und Y % selbst, haben. In der That bleibt bei dem Bestandteil Oter Ord- 
nung von w (im Gegensatz zu Uq, v ) auch die allgemeine Form voll- 
ständig unbekannt, solange nicht die Gestalt des Querschnitts des Stabes 
gegeben ist, wie im § 6 näher erörtert wird. 

Für die Componenten X s , F 9 , X 99 welche in Folge von (31.) von 
der Oten Ordnung sind, erhält man nach Berücksichtigung von (32.) 
und (33.) die Werthe: 



(37.) 



X, 



r, 



du , 

dv , 
dy 



x, = b(- 



du dv 
dy dx 



(a-»)(- 
{a — 2b) { 

> 



dv dw\ 
~dy + dz~)' 

du dw 
dx dz 



■)■ 
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Die Verschiebungen g, t], £ nehmen, wenn in (16.) die Ausdrücke 
(22.), (25.), (28.), (34) substituirt, und die Gleichungen (24.), (35.) be- 
nutzt werden, die folgende Gestalt an: 

§ ~ E + E t \dz* 2 + dz* Xy + dz X ) *y+V + u > 



(38.) 



1—E + H\dt* 2 + -d? x y + d7 y ) + Xx + Q + v ' 

1 (d% , d® , , \ , 

« — £{dz x+ a 7* + y +w - 



Zur Herstellung der Werthe von g, 9/, £ ist hiernach erforderlich, dass 
einerseits die nur von z abhängigen Grössen %, @, 1>, £, $, D er- 
mittelt, andererseits die Restglieder u, v, w als Functionen der 3 Va- 
riablen x, y, z (bis zu der gewünschten Annäherung) berechnet werden. 



§ 5. Bestimmung der Grössen % ®, \). 

Die Functionen f$f, ©, f>, von denen nach (38.) und (36.) die be- 
trächtlichsten Glieder sowohl der Ausweichungen g, 77, £ als der Kraft 
Z z abhängen, ergeben sich leicht aus den im § 1 angeführten Gleichun- 
gen, die sich auf das Gleichgewicht des einen Stabtheils beziehen. 

Man substituire in die beiden ersten Gleichungen (11.) und die 
dritte Gleichung (10.), welche 

/ //* Z* dxdy = F t + F 2 + F z , 
I ffy z * äxdy — G t + Gi + G z , 
\JS z * d*dy = h i + h 2 
lauten, für die Druckkraft Z % den Ausdruck (36.). Dann treten bei 
den 3 ersten Summanden von Z % die von z allein abhängigen Factoren 

-j-2, _- | -9. vor die Integralzeichen, worauf die Gleichungen (5.), 

(6.), (7.) zur Anwendung kommen. Man erhält diese Weise, nachdem 
für % ©, f) die Werthe (24.) eingesetzt sind, das Gleichungssystem : 

- * *%j» +//|.|+ <.-*>(§ + g) 1 .*# 

//(•£+c-»)^+S)!»** 

G\ + ^2 + ^s> 

//l.*+(.-»)^+gl** 

Ai + A». 



~ B d7* — + 



_ c - Ö | -+_W_ + r r\ „ dm 
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Von den rechts stehenden gegebenen Functionen von z gehören, wie 
im § 2 nachgewiesen wurde, F u G u hi zur lsten, f^ G i} h^ zur 2^ 
und F^ 6r 3 zur 3ten Ordnung. Links sind die in den 2 ersten Glei- 
chungen vorkommenden Integrale 

//|.* + (.-»)^ + *)| r ** 

von der Ordnung + 3, und das Integral 

von der Ordnung + 2. Denn aus der Definition von u, v> w folgt für 
— , — , — die Ordnung 0, und durch die Integration über den Quer- 
schnitt erhöht sich die Ordnungszahl der zu integrirenden Function um 
2. In Betreff der genannten Integrale ist die Möglichkeit nicht ausge- 
schlossen, dass sie eine noch höhere Ordnung, als oben angegeben, an- 
nehmen, da in denselben die Glieder beträchtlichster Ordnung sich in 
gewissen Fällen gegenseitig aufheben; aber jedenfalls sind sie, worauf 
es hier allein ankommt, nicht von niedrigerer Ordnung als der 3ten, 
respective der 2ten. Da ferner die Functionen gf tl ® v die Ordnung 
— 3 haben, § 2 , © 2 , Di die Ordnung — 2, und Ifc die Ordnung — 1, 
endlich die Querschnittfläche C von der 2ten, und die Trägheitsmomente 

«<~— V/lUUlUIg DlUUj DU JLUlgb IUI UOO M. 1 UUUUk 1/ 

die Ordnung 0, für 



A und B von der 4ten Ordnung sind, so folgt für das Product C -~ 

dz 



*3L **®L r*k 

dz* ' dz* ' v dz 



die Ordnung + 1, und für 



*& ß <*>©2 



dz* ' dz 1 

die Ordnung + 2. Also ergiebt sich, wenn man in jeder der obigen 
3 Gleichungen einerseits die Glieder der zwei beträchtlichsten Ordnun- 
gen links und rechts für sich vergleicht, andererseits die Reste einan- 
der gleich setzt, das System der folgenden 9 Gleichungen: 

A d*~ Fu ~ Ä 1* - F * 
dz dz ' 



§ », 3», 40, 


11. 




f//|.£ + 


(39.) . 


//!•£+ 




//!•£+ 
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c-»)@+g)|**-*- 

Fflr die gesuchten Functionen gf, ®, b erhält man hieraus die Werthe: 

'8 — &+&. © = ©! + ©„ 

(40,) < © t 1// Gl dz\ @, i// <?, dz\ 

4 

^ = 0, I> = $ 2 = — -/ Ä t dz. 

Man bemerke, dass bei den unbestimmten Integralen (40.) die willkür- 
lichen Integrationseonstanten fortgelassen werden können. Denn wie 
bei Gelegenheit der Gleichung (23.) erörtert wurde, hat die Vermeh- 
rung der Functionen gf, © um Ausdrücke ai + b'z, bi + a'z, sowie die 
Vermehrung von $ um eine willkürliche Constante nur den Einfluss, 
dass zu g, rjj £ Summanden von der in (11.) der Einleitung bezeich- 
neten Form hinzutreten. 

Die Gleichungen (36.) für die Kräfte Z g , X t} Y M gehen nach Sub- 
stitution der Werthe (40.) in die folgenden über: 

Z '~ A X+ B y+ ^ 



(41.) 



drv 

T dz T 



<«- 2 »(£ + l> 



1 x 1 [ djFt + Fjxt—y* d(G i + G 2 ) xy dh,x\ 

b '*** E*\ dz 2A "*" dz B^dzC\ 



dz 



dz 



-xy+x + r + r, 



dir 
da: 



du 
dz 



1 _ 1 j d(fr + G 2 )y*-x* d(F x + F*) xy dfr y j 

b z E^X dz 2B "*" dz ^ "*" dz (7 1 

. dX dQ dw dv 

+ dz * + dz + dy + dz' 

Die Bestandtheile der zwei beträchtlichsten Grössenordnungen 
(der — 2ten und der — lten) von Z t sind hiermit vollständig ermittelt 
Die übrigen inneren Druckkräfte, deren Anfangsglieder noch nicht be- 
kannt sind, haben eine höhere Ordnung als Z,. Daher kann man, 
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wenn nur die erste Annäherung der Lösung aufgesucht werden soll, 
die ganze Rechnung in der Art beschränken, dass man ausschliesslich 
die gefundenen Anfangsglieder von Z 9 beibehält, und neben denselben 
alle anderen Druckkräfte vernachlässigt Man gelangt dann zu Formeln, 
welche den von Na vi er angegebenen entsprechen. Es sollen die Aus- 
drücke, die zu dieser angenäherten Lösung gehören, etwas näher dis- 
cutirt werden. Die Componente Z, ist nur um 1 Ordnung beträcht- 
licher als die Gomponenten X t und F s . Indessen ist die erwähnte 
Annäherung doch ausreichend, um die überhaupt vorkommende Maxi- 
mal -Druckkraft, deren Werth für alle Anwendungen der Theorie be- 
sonders wesentlich ist, mit der Genauigkeit von 2 Grössenordnungen 
zu berechnen. Denn die resultirende Druckkraft, welche auf ein ur- 
sprünglich zur 2-Ache senkrechtes Flächenelement wirkt, wird durch 

\fx\ + Y\ + & 9 

dargestellt; und da in dem Radicandus der Quadratwurzel die Terme 
der Ordnungen — 4 und — 3 ausschliesslich von den Summanden ne- 
gativer Ordnung von Z, abhängen, so wird die Wurzel auf 2 Ordnun- 
gen genau ermittelt, wenn man, wie oben festgesetzt wurde, von Z £ 
nur die Bestandteile — 2ter und — lter Ordnung beibehält und X t 
und Y M vernachlässigt, also 

(42.) { F t + F t G x + G % h, 

= —Ä— X+ —B— y + C> 

Ä S =V M =Q 

nimmt Die Maximal -Druckkraft unterscheidet sich aber, wie mit- 
telst der Gleichung des Elasticitätselüpsoids (Einleitung, V.) bewiesen 

wird, von dem Maximal werthe der Quadratwurzel ]/x\ + Y\ + Z\ y 
und daher auch von dem Maximal werth der Componente Z„ nur um 
Grössen, welche den 2 beträchtlichsten Ordnungen nicht angehören. 
Eine Ausnahme machen die Fälle, in denen Z % sich auf eine 
höhere Ordnung als die — 2te reducirt, was eintritt, sobald keine Bie- 
gung oder nur eine Biegung von höherer Ordnung stattfindet 

Da alle im Vorhergehenden abgeleiteten Formeln eine lineare 
Beschaffenheit in Bezug auf die Grössen % ©, $ haben, so können die 
von letzteren abhängigen Ausdrücke als die Summe derjenigen Terme 
aufgefasst werden, welche sich ergeben würden, wennn nur je eine der 
Functionen gf, ©, $ von Null verschieden wäre. Die durch die Werthe 
% ©, \) bedingten mechanischen Vorgänge sind also von einander un- 
abhängig und können superponirt werden. Durch g wird eine Biegung 
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in der xz -Ebene, durch © eine Biegung in der yz~ Ebene, durch t> ein 
Auszug des Stabes in der Richtung der z- Achse bestimmt Beschränkt 
man jede der Verschiebungen g, ij, £ auf ihre 2 beträchtlichsten Grössen- 
ordnungen, so erhält man nach (38.) die Ausdrücke 

£=£ „=® 

(43.) ' E E 






aus denen sich ergiebt, dass £ im Allgemeinen eine um 1 höhere Ord- 
nung als g und tj hat. Man nehme zunächst % von Null verschieden, 
dagegen © = f) = 0, wodurch die Werthe (43.) in 

(44.) 6 _|,,_0, S ig* 

übergehen. Die anfänglich auf der z- Achse befindlichen Theilchen 
haben alsdann, da für sie x = y = 0, also auch £ = ist, nach der 
Deformation die Coordinaten g, 0, z. Als geometrischen Ort der ge- 
nannten Theilchen nach Eintritt der Deformation erhält man somit die 
in der Ebene der x } z liegende Gurve 

s E J 

welche die elastische Linie der in der xz- Ebene erfolgenden Bie- 
gung genannt wird. Nach (40.) ist die Ordinate g eine gegebene Func- 
tion der Abscisse z. — Die Gleichungen (44.) sagen ausserdem aus, 
dass die Theilchen, welche anfänglich auf einem zur Stabaohse senk- 
rechten Querschnitt liegen, nach der Biegung sich wieder innerhalb 
einer und derselben Ebene befinden, und dass diese Ebene normal zur 
elastischen Linie steht Um die Punkte je einer zur Stabachse senk- 
rechten Ebene zusammenzufassen, hat man z constant, x und y vari- 
abel zu nehmen, wodurch nach (44.) auch g constant wird, während 
£ variabel bleibt Man bezeichne die nach der Biegung vorhandenen 
Coordinaten durch a/, y' } z', so dass xf = x + g, y' = y, 2' = z + £ 
ist Dann sind, zufolge der letzten Gleichung (44.), die Variablen x / } 
z 4 durch die Relation 



o/-g = - 



z' 



1^ 
E dz 



verbunden. Dies ist wegen der constanten Werthe von z, g, % die 
Gleichung einer Ebene; und da der Factor von z' gleich dem nega- 

tiven reciproken Werth des Differentialquotienten der Function ^ ist, 
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welche in der Gleichung der elastischen Linie vorkommt, so ist, wie 
behauptet wurde, die Ebene zu der elastischen Linie senkrecht 

Die Krümmung der elastischen Linie steht zu dem angenäherten 
Werth der Kraft Z % in einer einfachen Beziehung. Bei einer ebenen 
Curve, deren Abscisse z, und deren Ordinate £ ist, hat die Krümmung, 
wie bekannt, den Werth 

dz* 



[> + <»? 



Nun ist für die vorliegende Rechnung (wegen der vorausgesetzten Klein- 
heit der Form Veränderung, s. d. Einleitung, I.) das Quadrat der kleinen 

dB 
Grösse ^ neben der Einheit zu vernachlässigen, so dass die Krümmung 

der elastischen Linie § = S. gleich dem Ausdruck 



dz* E dz* AE 

wird. Der angenäherte Werth (42.) von Z t ist aber in dem hier be- 

trachteten Falle, wo © und \) verschwinden, gleich - — - — - x. Folg- 

lieh ergiebt sich für die Biegung in der xz-Ebene aus den angenäherten 
Formeln der Satz, dass die Kraft Z z gleich dem Produkt aus der 
Krümmung und der Function — Ex ist, wie in Navier's Theorie der 
Stabbiegung vorausgesetzt wird. 

Nimmt man nicht % sondern © als von Null verschieden an, so 
werden hierdurch nur die x- und y-Achse mit einander vertauscht; die 
Werthe (43.) drücken also dann eine analoge Biegung in der t/z-Ebene 
aus. Wenn endlich % = © = 0, und \) von Null verschieden ist, so 
wird durch (43.) ein Auszug (respective eine Gompression) des Stabes 
in der Richtung seiner Achse dargestellt, da die Theilchen, welche auf 
je einem zur z-Achse senkrechten Querschnitt liegen, eine gleiche und 
dieser Achse parallele Verrückung ausführen. 

Die erste Gleichung (41.) zeigt, dass in dem angenäherten Werthe 
(42.) von Z z nicht allein die Terme (43.), sondern auch die Glieder 
U 2 + Uqi J 7 2 + t>o der Verschiebungen g, r\ berücksichtigt sind. Denn 
der vollständige Ausdruck (41.) von Z z unterscheidet sich von dem 
Ausdruck (42.) nur durch die von w, v, n> abhängigen Summanden. Bei 
Beschränkung von £, ij, £ auf die Functionen (43.) würde man, zufolge 
von (2.), für Z z den Werth 



a/d*% , <P® , tflA 
-EKdz* x + l* y + Tz)> 
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der weniger genau als der Werth (42.) ist, erhalten. Von U* + «„, 
v \ + »t sind ob nun die Summanden 

z{d-z*—2- + W Xy + dz X )> 

1 (cP® y l — x* , d*% , <fy \ 
^\1? —1- + ** xy + dz y ) 

welche einen Beitrag zu Z t liefern. Dieselben drücken die Quercon- 
traction (im positiven oder negativen Sinne) aus, welche sowohl bei der 
Biegung als bei dem Auszug des Stabes stets als begleitende Erscheinung 
auftritt. Sie stellen nämlich, wie aus (37.) hervorgeht, gerade diejenigen 
Tenne dar, welche zu den Werthen (43.) hinzutreten müssen, damit 
die Componenten X x und V 9 gleich Null sind. Dies entspricht aber 
genau der Definition der Quercontraction bei dem einfachen Auszug 
des Stabes (cfr. der Schluss der Einleitung). — Gemäss den Gleichungen 
(37.) verschwinden die Kräfte X X} Y^ X 9 für beliebige Werthe von x, 
y y z } sobald man die Restglieder u, v, w gleich Null setzt Der genannte 
Umstand gestattet die Interpretation, dass wenn man sich den Stab in 
eine Schaar von Längsfasern zertheilt denkt, die der Achse desselben 
parallel sind, bei der obigen angenäherten Lösung (welche u, v, w 
vernachlässigt) die einzelnen Längsfasern sich so verhalten, als ob sie 
gar keinen Einfluss auf einander ausübten. Diese Unabhängigkeit der 
unendlich dünnen, der z- Achse parallelen Prismen von einander ist 
bekanntlich ebenfalls eine der Voraussetzungen der Navier'schen Theorie. 
Um eine genauere Lösung als die soeben behandelte, welche nur 
den Werth von Z g berücksichtigt, zu erlangen, muss man die Bestand- 
teile beträchtlichster Ordnung der Restglieder u, v } w bestimmen. Von 
dem gewünschten Grade der Genauigkeit hängt die Ordnung ab, bis 
zu welcher man die Berechnung der Grössen u, v, w fortsetzt. Die 
hier angewendete Methode gestattet es, wie in den folgenden Entwick- 
lungen gezeigt wird, eine beliebige Annäherung zu erreichen, während 
gleichzeitig bei allen vorkommenden Differentialgleichungen die Anzahl 
der unabhängigen Variablen sich auf 2 reducirt. 

§ 6. Die Differentialgleichungen für die Tenne höherer Ordnung 

der Verschiebung £. 

Von der Grösse g, welche in (16.) gleich W x + W^ + rv gesetzt 
wurde, sind die Bestandtheile W x und W^ deren Ordnungszahl nega- 
tiv ist, durch die Gleichungen (25.) und (40.) als Functionen von x, 
y, z hergestellt worden. Von dem Restglied w trennt man wiederum 
unter Einführung eines neuen Restgliedes xo, die Bestandtheile der 2 
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beträchtlichsten Ordnungen ab und sucht Diffeientialgleichungen fftr 
dieselben auf. 

Die dritte Gleichung (1.) 

dx dy dz = 

geht, wenn man für die Gomponenten X t} Y t) Z M ihre Werthe (41.) 
nimmt und die erste der Relationen (15.) benutzt, in die folgende über: 



dhv d*w 
+ 



2+ b dz* + b \dxdz + dydz) 



f45 x ; *** dy> 

K ' } * *{ d(F t + F 2 ) x d(G t + (h) y 1 dty 

E\ dz A^ dz B^ C dz]' 

Man wendet nun für rv eine Substitution an, durch welche sowohl die 
erwähnte Zerlegung dieser Grösse bewirkt, als auch die rechte Seite von 
(45.) zum Fortfall gebracht wird. Man setzt 

M x* + y* t d(F { +F 2 ) x d(G { + G 2 ) y 2 dh v 

AE \ dz A^~ dz B^ C dz 

-f x ~Tz * + * + * + * 

wo SBi nur Summanden Oter, und SBj nur Summanden lBter Ordnung 
enthalten soll, während die Glieder höherer Ordnung in xo zusammen- 
gefasst sind. An Stelle von rv werden also die 3 neuen Unbekannten 
äBi, SBj, to eingeführt Da 

\dx* dy*)\_ \E \ dz A^ dz B^~ C dz] 

1 ( d(F\ +F£ x d (G t + G 2 ) £ , 1 ähi 

E \ dz A^~ dz B^ C dz 

ist, so hebt sich die rechte Seite von (45.) fort Ausser dem soeben 
genannten Ausdruck und ausser den Restgliedern 

(Pro <P? a_ d% a — b ( <Pu <Pv \ 

dx 2 + dy** b dz* + b \dxdz + dydz ) 

enthält die linke Seite von (45.) dann noch folgende Summanden: 

d* (28i + 38a) , d 1 (g8i + aBa) , a_ d* (g8 t + 2B 2 ) 
dx* + dy* + b dz* 

_o_ x* + y* i d>{F x +F t ) x &(& + G$ y_ 2 rf^n 
b AE \ dz* A^~ dz* B^ C dz*] 

a{d*y , A\ 
~b\dz* X± dz* y )' 

Von denselben gehören allein * , ~T2 zur O r< ^ nun g — % un ^ allein 
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3 , "w2 zur O^nung — 1, indem bei diesen Differentialquotienten 

die Ordnungen und 1 von SS^ und SS^ sich durch die zweimalige 

Differentiation nach x } y in — 2 und — 1 verwandelt haben. Alle 

übrigen Tenne sind entweder von der Oten oder von positiver Ordnung, 

wie man leicht erkennt, wenn man berücksichtigt, dass Sß, D die — 1 te, X) 

y, Fu G u h die 1»*«, jr t) q 2) c die 2te, a } B die 4te Ordnung haben. 

Da ferner die beträchtlichsten Bestandteile von w, v zur Ordnung 1, 

von TD zur Ordnung 2 gehören, so ist die Ordnungszahl der Differential- 

quotienten 

d*u <Pv &to tf% 

dx dz' dydz' dx* ' dy* 

gleich 0, die von — 2 gleich 2. Also erhält man, indem man die Glieder 

— 2ter und — lter Ordnung für sich betrachtet, aus (45.) die 3 Glei- 
chungen 

**'*' dx' + dy* ° 

(48) *^ + -^ = 
^ dx' + dy' "» 



(49.) 



+ tfy* + fc <te 2 + ft V*rdz + ~dydz) 



= ± xi + y* (<** (*i +/») £ , <P(gi + gj) y 2 <Pft, 
6 4Ä ( " dz* A + dz* B + C dz* 

a\d*% d*& ^(SBt + äB,) 
+ b \dz* X + dz* y dz' 



welche für einen beliebigen Punkt des Innern erfüllt sein müssen. 

Zu den Differentialgleichungen (47.) und (48.) für SS^ und SBj 
treten Oberflächenbedingungen, die sich aus der 3ten Gleichung (3.) 

X, cos X + Y, cos ft = Z 
ergeben. Setzt man in die Ausdrücke (41.) der Druckkräfte X,, V, 
den Werth (46.) von w ein, so erhält man, nach Berücksichtigung der 
ersten Gleichung (15.) und der ersten Gleichung (35.) und nach Ein- 
führung der abgekürzten Bezeichnungen 

^ \b^~ Ej dz \A "*" \E b) dz 4A 



(50.) 



, /l JA dGj xy dX t 

+ \b E) dz 1B + dz y ' 

Ml = {T + E)-d7 4B + \E—j) 

/ J_ J_\ dFi xydXj 

+ \b E) dz 1A dz *> 



dG t a? 
dz AB 
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(51.) 



dz \A 



/J__J_\ dG % xy 
+ \b E) dz 2B 

+ r4~4) 



+ 



\E~b) 
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dF t y* 



dz AA 



2tf i ~ 26 dz C + dz y ' 



+ 



U »/ 



dßj x* 
dz 45 



dz 42? 
dFi a# 1 dki V d%t 



V& i?y dz 2^ ' 26 dz C 
die folgenden Gleichungen für X, und Y,\ 



(52.) 



1 r _ daß, ,^_r .*?.*« 

T * — "^b ^ "•" da; ^"•"dx^dz' 
1 daß, dS, „,*».* 



In den Summanden Li und jWi haben, wie aus dem Vorhergehenden 
erhellt, sämmtliche Glieder die Ordnung — 1, in L% und M t sämmtliche 

die Ordnung 0, wahrend 



von der lsten Ordnung sind. 



dz' dz' dx' dy 
Also werden die Bestandteile — lter Ordnung der Componenten X 2 , 

Y z durch b (^ — iXb (^ — M { \ und die Bestandteile Oter Ord- 
nung derselben jdurch b(-~ — Z a j, bl-^ — M2) angegeben. Nach 
Substitution der Werthe (52.) lautet die erwähnte dritte Gleichung (3.) : 



m -*) 



COS X + ( -r- 1 



+ (5-4)-« + 



— *l) 



COß^ 



cos^ ) = -r-. 



+ 



c 



dxo du 
dx * dz 



) 



C08>1 + 



c 



dxo t dv 
+ 



) 



cos// 



/ 



/Jy " dz 

Da nun die gegebene Kraft Z die Ordnung hat, so entstehen hieraus, 
wenn man die Summanden von — lter ? von Oter und von positiver 
Ordnung von einander trennt, die 3 für die Oberfläche geltenden Glei- 
chungen : 

(53.) (f! - A ) «. X + (*5l - *,) «», _ 0, 



<w (t -*) 

(55.) (• 






dx dz 



Jcos2+ (— + 



] cos^ = 0. 



\dy * dz 
Sowohl in den Differentialgleichungen (47.), (48.) für 2B U SBj, 
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als auch in den Oberflächenbedingungen (53.), (54.) fehlen die Diffe- 
rentialquotienten der Unbekannten 9B t , SQB2 nach z. In Folge dessen 
hat man bei der Integration der Gleichungen die Grösse z wie 
eine Constante anzusehen. Hiermit reducirt sich aber das Pro- 
blem auf 2 Dimensionen. Die genannten Differentialgleichungen 
beziehen sich, da sie nur x und y als unabhängige Variable enthalten, 
ausschliesslich auf die Vorgänge innerhalb je eines (zur z-Achse senk- 
rechten) Querschnittes des Stabes; die Gleichungen (53.) und (54.) wer- 
den zu Bedingungen für den Querschnittrand. Indem z als Parameter 
verschiedene Werthe annimmt, gelangt man zu den Bestimmungen für 
die verschiedenen Querschnitte; ausgeschlossen blieben hierbei indessen, 
nach § 2, diejenigen Theile des Stabes, welche den Enden desselben 
unmittelbar benachbart sind. 

Die Functionen L ]y M { , L 2 , M 2 sind nicht völlig bekannt, da sie 
nach (50.), (51.) die noch nicht ermittelten, von z abhängigen Grössen 

— - und —t^- enthalten. Dies hat jedoch, da 2 in den obigen Diflfe- 
dz dz ° 

rentialgleichungen fttr 2B, , 3B 2 nur als Parameter vorkommt, auf 
das Verfahren der Integration weiter keinen Einfluss. Die Werthe 

und — r-^, welche besonders für die Torsion des Stabes in Be- 

dz dz 1 

tracht kommen, gelten bei der Integration der Gleichungen als vor- 
läufig unbekannte, später zu bestimmende Constanten. 

Die Bedingungen (53.) und (54.) nehmen eine etwas andere Form 
an, wenn man das Element du der nach aussen gerichteten Normale 
der Randcurve des Querschnittes einführt. Da X und fi die Winkel 
sind, welche die nach aussen gerichtete Normale mit der positiven 
x- und y -Achse bildet, so ist 

dx dy 

cos 2 = — , COStf = -^. 
dn dn 

Aus (53.), (54.) ergiebt sich daher: 

-t- 1 = Li cos X + M t COStf, 
an 

daß* z , T . u 

-— - = — + L% cos X + M 2 cos^. 

Auf die Functionen SQBi und SB2 findet nun ein bekannter Satz, welcher 
die Differentialgleichungen der obigen Art betrifft, Anwendung. Soll 
eine stetige Function £2(x, y) für ein zusammenhängendes Stück der 

xy- Ebene der Differentialgleichung — + — = gentigen, und soll 

ausserdem am Rande des Flächenstücks der Dififerentialquotient der- 

dQ 
selben nach der Normale, -7—, mit einer gegebenen Function von x, y 

an 
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übereinstimmen, so ist hierdurch der Werth von £ eindeutig bestimmt, 
abgesehen von einer willkürlichen additiven Constante*). Im vor- 
liegenden Falle ist an Stelle der Constante eine willkürliche additive 
Function von z allein zu setzen. Bis auf letztere und die ebenfalls 

nur von z abhängigen Grössen -7— l ,• -r-^ werden folglich 3Bi und 2B5 

aus den obigen Differentialgleichungen, falls deren Integration für den 
betreffenden Gylinderquerschnitt durchgeführt werden kann, als be- 
stimmte eindeutige Functionen von x, y, z gefunden. 

Es möge noch erwähnt sein, dass weil die in (50.), (51.) definirten 
Werthe L i} M if Z 2 , M 2 linear nach F u G Xf JE lp , respective F 2} G 2 , £j> h\ 
sind, die Gleichungen (53.) und (54.) zu dem Schluss führen, dass 
Superposition in Bezug auf die letzteren Grössen stattfindet 2Bi er- 
giebt sich also gleich der Summe dreier Ausdrücke, von denen der 
erste nur F if der zweite nur £ 1} der dritte nur JEi enthält; die erste- 
ren stellen, wie aus § 5 folgt, begleitende Erscheinungen der zwei 
Biegungen (in der xz- und yz -Ebene) dar, während letzterer sich auf 
die Torsion des Stabes bezieht. Das Analoge gilt von der Function 
3&2 5 nur treten bei derselben noch die von Z abhängigen Glieder hinzu, 
welche die unmittelbare Einwirkung der am Querschnittrande ange- 
gebrachten äusseren Druckkraft auf die Theilchen des Querschnitts 
angeben. 



§ 7. Die Differentialgleichungen für die Tenne höherer Ordnung 

der Verschiebungen g und rj. 

Die Eestglieder u und v, welche durch die Substitution (16.) 
g = U Y + V 2 +u* + u, rj = J\+ V 2 + v +v 
eingeführt wurden, enthalten sämmtlichc in g, tj vorkommenden Sum- 
manden von positiver Grössenordnung. Dieselben sollen, ebenso wie 
bei rv geschehen, in ihre den zwei niedrigsten Ordnungen angehörigen 
Bestandtheile und in neue Restglieder u, t> zerlegt werden. Die Diffe- 
rentialgleichungen, denen diese Grössen genügen, gewinnt man aus den 
zwei ersten Gleichungen (1.): 

[ dX x . dX y dÄg _ ö 

1 dx + dy + dz ~ ' 

'& + *** + *£ -j>r-o. 

dx dy dz 

Wenn man für X x , F y) X y die Werthe (37.), für X z , Y z die Werthe 
(41.) und für rv seinen Werth (46.) einsetzt, so verwandeln sich, nach 



*) Man vergleiche : C leb seh, Elasticitätßtheorie, Leipzig 1862, pag. 80 — 81. 
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Benutzung der Relationen (15.), die genannten Gleichungen in die 
folgenden 

d*u . ./<Pu , (Pu\ . . . . dh 



(56.) 



dxdy 



dy<fe 
in denen zur Abkürzung durch A und A' die Ausdrucke 

A \A dz* \\b E) X \ E Ej y 

4. ( a ~ b 4. ™\ *( g ' + g *) ?*. . fc ^„ 

~*~\ E ^ Ej dz* 1B^~ dz* y 

bezeichnet sind. Für u und v wählt man nun die Substitution 



, ,'a-b , 2b\ d*(F l + F i ) xy d*% 



<P(Ft + / , j t ) /a; 1 3y* — s* \ x* d*% y» 
" dz 2 U Ä / 24,4 + dz* 6 



2 

20 



(57.) 



<P(C, + 6,) / s» + y* y» \ *y . d*% x 

+ dz~* \-e7~ + 2E i )öB + {<l ~ 2b) ~d^~ ä 

, (a — b , b\ d*^ x 3 , „ , „ , 

d*(G i + G 2 ) fy* 3s»— y*\ y* _ <P£ s» 
" ~ dz 2 VE + £ 2 / 245 dz 2 6 

+ dz* \ £ t ^2E 2 )&A^ iK M) dz* + *2a 

und definirt die neuen Variablen tt u U 2 , u, JBi, 5B 2 , 9 in der Art, dass 
lli, $$! sich ausschliesslich aus Termen der lsten Ordnung, 11*, 2S 2 aus 
Tennen 2ten Ordnung zusammensetzen, und u, v alle Summanden von 
höherer Ordnung enthalten. In den obigen Gleichungen bedeutet E% 
die Constante 

6* 
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(58.) E, - *( 3 *- 4 »), 

welche, wie leicht zu beweisen, mit den Constanten a, 6, E, E x durch 
die Relationen 

( Q . 2&a & 2a a a — b 

verbunden ist Aus (57.) ergiebt sich die Transformation 

dPv, <Pu t . (fiv 



<fcc 2 dy 2 v 'dxdy 

^»(n. + n. + u) d'ffl + n. + u) + (a _ t) *»+*+«) +i< 

dx 2 dy 2 v ' <tatfy 

und 

dy 2 #r 2 v ' ttecfy 

Die linken Seiten dieser 2 Gleichungen unterscheiden sich aber von 

den linken Seiten von (56.) nur dadurch, dass in letzteren noch die 

cPu d?v 
Terme &-r-=-, b-r-r vorkommen. Daher heben sich in Folge der Sub- 

dz l dz 2 ° 

stitution (57.) die Grössen A und Ä in (56.) fort. Sodann ist zu be- 
rücksichtigen, dass die Differentialquotienten 

ank cPüi (PVLj &%_ d 2 ^ d^h dPSfti jpg», 
dx 2 dxdy dy 2 dx 2 dxdy dy 2 dxdz dydz 
die — l*e, und 

d 2 VL2 d 2 VL2 d 2 Vk _ d 2 % 2 iPg, tf 2 % 2 tf 2 28 2 «PS» 
dx 2 dxdy dy 2 dx 2 dxdy dy 2 dxdz dydz 
die Ote Ordnung haben, während die Grössen 

d 2 n <P\\ <Pn (Pv_ d 2 v d 2 t> dtxo (Pro 
dx 2 dxdy dy 2 dx 2 dxdy dy 2 dxdz dydz 

d 2 u d 2 !? 

sowie sämmtliche Terme von b —r-^ und b —^ zu einer positiven Ord- 
nung gehören. Indem man also auf den linken und rechten Seiten 
von (56.) die Summanden von — lter ? von Oter und von positiver Ord- 
nung für sich einander gleichsetzt, zerlegen sich, nachdem man auch 

cPu dh) 

in b -T-7T und b -r^ die Werthe (57.) substituirt hat, die Gleichungen 

dz 2 dz 2 v ' 7 

(56.) in die folgenden 6 Gleichungen: 

dWt , . d 2 U, ___ , .. dm, , .. d 2 ^ 
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(61.) 



n <*% dm,- , . . «Pas» , . . d»sa8j 

<te 2 T dy 2 v 'diedy v ' dxdz' 

dp 2 dx* ^ dxdy v ' dydz' 



(62.) /*^ + H^ + s 5 ; +( *^ ) s^""""r +( ^ ) si 



tf 2 » , ./tt*o . <Pv\ , t .. d*u I ,, , .* 






wo co und o/ die Functionen 



= d* (t\ + F 2 ) tx* 3y 2 — x* \ bx* d*X by 
m dz* lj£ &> J2AA + dz* 6 



3 







to* ft d»(tt, +tta) 

6<*C ■•" * dz* 



CO 



, _ d* (g t + fr) /y 2 3*2 — y* \ & y 2 ^4% ftgi 
dz' VE ^ / 24 ^ dz* 6 

. <* 4 (^i+*2) / * 2 +y 2 , x* \bxy ( d*& by* 

+ dz~* \~ ET + ^)^Ä +K a ~ m te* 2i 

(a-b b \d*h x by* *(»!+«,) 

^{e ^ EJ dz* ^aC^ dz* 

bedeuten. In (60.) und (61.) finden sich die Unbekannten Ui, S3i, tt 2 , 
33 2 ausschliesslich nach x, y, nicht nach z } differenzirt, so dass z auch 
bei diesen Differentialgleichungen als constant zu gelten hat. Daher 
reduciit sich das Problem in Betreff der Grössen tti, $B b U 2 , 9$ 2 , wie 
früher in Betreff von SB, und 2B 2 , auf zwei Dimensionen. Die auf 
den rechten Seiten von (60.), (61.) vorkommenden Variablen 3Bj und 
2B 2 darf man hier als bekannt ansehen. Denn für dieselben wurden 
im § 6 die Gleichungen (47.), (48.), (53.), (54.), durch welche sie ein- 
deutig bestimmt sind, gefunden, und die Integration der letzteren 
Gleichungen nimmt man als ausgeführt an. Der Umstand, dass gewisse 
von z abhängige Werthe, die vorläufig unbekannt blieben, in 2$^, 2B 2 
enthalten sind, ist für die Integration der Gleichungen (60.), (61.) nicht 
wesentlich, da z daselbst nur ein Parameter ist. Ausser den für das 
Innere geltenden Gleichungen (60.), (61.) ergeben sich aus den 2 ersten 
Gleichungen (3.) vier Oberflächenbedingungen, von denen zwei auf ttj, 
33i, und zwei auf tt 2 , SB 2 Bezug haben. 

Bevor jedoch auf diese Gleichungen näher eingegangen wird, 
soll kurz gezeigt werden, dass das obige, fttrSBi, 2B 2 , Ui» l^, 3$i> $2 
angewendete Verfahren sich beliebig auf die Bestandtheile höherer 
Ordnung von £, ?] } £ ausdehnen lässt. Es werden immer abwechselnd 
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je zwei Ordnungen ron £ und zwei Ordnungen von g, ij bestimmt. Man 
erhält die Differentialgleichungen, welche für die Glieder höherer Ordnung 
ron g, fj y £ im Innern gelten, durch weitere Zerlegung der Gleichungen 
(49.) und (62.). Als die Grundlage der ganzen Rechnung ist die Voraus* 
setzung zu bezeichnen, dass durch die Differentiation nach x oder y, 
nicht aber durch die nach z, die Ordnung um je 1 erniedrigt wird. 
Nach (46.) enthält xo alle Summanden von £, welche der 2ten oder 
einer höheren Ordnung angehören. Man fasse in tx>i die Bestandteile der 
2ten und 3ten Ordnung von £ zusammen, in n) 2 die der 4ten und öten, in 
tt) 3 die der 6ten und 7ten etc. Ebenso bezeichne man durch u h resp. v u 
die Bestandtheile der 3ten und 4ten Ordnung von g, respective von jy, 
ferner durch U2, respective t> 2 , die der 5ten und 6t»n Ordnung dieser 
Variablen, und so fort. Dann entsteht aus (49.) in Folge der Unter- 
scheidung der GrösBenordnungen zunächst eine Gleichung 

dx 2 + "dy 2 ~ Xu 
deren rechte Seite als eine bekannte Function zu betrachten ist, weil 
die in derselben enthaltenen Grössen SBi, SBj, tt b U2, 3^, S$2 durch die 
vorher gefundenen Differentialgleichungen bestimmt werden. In (49.) 
sind, nachdem man für u, v die Werthe (57.) substituirt hat, die Diffe- 

rentialquotienten -7-^ und — y die einzigen unbekannten Grössen, deren 

Summanden zu den Ordnungen und 1 gehören, da -jy, ~j~ d f 

-- nur die Ordnung 2 erreichen. Auf diese Weise ergiebt sich die 
dydz 

obige, nur die Unbekannte xo { enthaltende Differentialgleichung. Die- 
selbe wird, wie leicht nachzuweisen, durch eine Oberflächenbedingung 
ergänzt, die aus der 3ten Gleichung (3.) folgt, und in der ebenfalls nur 
xo { als unbekannte Variable vorkommt Man leitet hierauf aus (62.) 
die 2 Gleichungen 

(P\i { , , (Pn t . f , N (PVi 

a W +b & + ia ~ b) d*dy~ mi 

ab, in denen a> und eoi bekannte Functionen sind, wenn jetzt auch xo v 
als bekannt angenommen wird. Zu diesen Gleichungen gelangt man, 
indem man in (62.) die Glieder Ister und 2ter Ordnung fUr sich be- 
trachtet; denn nur die Grössen 

d*Uj d 2 u { d% d% <Pt> { dfy 
dx v dxdy' dy 2) dx*' dxdy' dy 2 
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setzen sich aus Gliedern der genannten Ordnungen zusammen, während 
die übrigen unbekannten Differentialquotienten 

(Pvii d% d 2 tD 2 <Pro 2 
dz 2 ' dz 2 ' dxdz' dydz 

von der 3ten oder von höherer Ordnung sind. In derselben Weise erhält 
man nach einander aus (49.) und (62.) Gleichungen von der Form 






ePm* cPtOj _^_ 
(Pv 2 , , 0**2 , / m d% 



dx l dy 2 

und gleichzeitig ergiebt sich eine entsprechende Zerlegung der Ober- 
flächenbedingungen (3.). Die Functionen jj 2 , ^i? °ti } &, •••• müssen 
hier als bekannt gelten, da sie immer nur diejenigen Grössen, welche 
durch die vorhergehenden Gleichungen bestimmt sind, enthalten, und 
man die Integration dieser Gleichungen als erfolgt ansehen darf. Bei 
sämmtlichen Differentialgleichungen kommen nur x und y als unab- 
hängige Variable vor; denn überall fehlen die Differentialquotienten der 
unbekannten Grössen nach z. Das Problem wird also in allen seinen 
Theilen auf zwei Dimensionen, d.h. auf die Vorgänge innerhalb je 
eines zur z-Achse senkrechten Querschnittes reducirt 

Aus den obigen Gleichungen geht hervor, dass die Rechnungen 
sich nach der angegebenen Methode bis zu einem beliebigen Grade 
der Genauigkeit fortsetzen lassen. Indessen wird bei allen An- 
wendungen der Theorie die Ermittlung der Bestandteile höherer Ord- 
nung von g, 7], £ nicht mehr von Interesse sein, sobald dieselben zu 
den Druckkräften nur Beiträge, die klein im Vergleich zu den äusse- 
ren Kräften sind, liefern. Als klein gegen letztere sind im Allge- 
meinen schon alle Kräfte der Ordnung 1 zu bezeichnen, da sie 
zu den von aussen wirkenden Kräften in einem ähnlichen Verhältniss 
stehen, wie c zu 1. Da nun in den Formeln (2.) der inneren Druck- 
kräfte nur die ersten Differentialquotienten von g, rj, £ vorkommen, 
so rühren von den Bestandteilen 2ter Ordnung von g, iy, £ höchstens 
Terme der Ordnung 1 in den Ausdrücken der Kräfte her. Aus diesem 
Grunde sind im Folgenden die Summanden 2ter und höherer Ordnung 
von g, tj 9 £ nicht weiter berücksichtigt, und die Rechnungen in Betreff 
der Druckkräfte überall auf die Werthe von negativer oder Oter Ordnung 
beschränkt worden. 
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Die Gleichungen (60.) fllr U t , 5Bj kann man auf die Form bringen: 

*K£+S)+<-»£l+'i(£-2)-. 

Definirt man also g? t und rpi als die Functionen 

so entstehen aus (60.) die Gleichungen^ 

, dx "*" dy ~ ' 

<fy dir' 

welche zeigen , dass die Summe y> t + *9>i eine Function des complexen 
Arguments x + iy ist. Die nämliche Transformation ist auf die Glei- 
chungen (61.) anwendbar. Aus .der zweiten Gleichung (64.) folgert man, 
dass <p { und rp x die nach x und y genommenen Differentialquotienten 
einer und derselben Function Q { sind, und gelangt hierdurch zu dem 
Gleichungssystem : 

dQ { dQ, x 

dx* "*" dy* 

Mit den Differentialgleichungen (60.), (61.), welche für einen be- 
liebigen Punkt des Innern befriedigt sein müssen, hat man wiederum 
die Gleichungen, die für die Begrenzung gelten, zu verbinden. Um die 
auf tt t , 9Si, respective U 2 , 33 2 > bezüglichen Oberflächenbedingungen zu 
erhalten, trennt man in den 2 ersten Gleichungen (3.) 

X x cos X + X 9 cos(i= X, 

X 9 cos X + Y 9 cos fi = Y 
die Tenne Oter und l»ter Ordnung von den übrigen. Analog zu § 4 
mögen durch 

L-^rJo» L^tIo» L-^irJO 

die Bestandtheile Oter, sowie durch 

die Bestandtheile l»ter Ordnung von X x , Y yy X 9 bezeichnet werden. 
Dann ergeben sich, da die Oberflächenkräfte A y Y zur Ordnung ge- 
hören, aus (3.) die Gleichungen 
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(66.) 

und 

(67.) 



[XJo cos X + [X 9 ] Q cos fi = X } 
[Xp]o cos X + [Fy] cos (i = V 

[X^\ v cos X + [X 9 ]i cos ^ = 0, 
[X v \ cos 2 + [F r ]i cos fi = 0. 



Die Grössen [JfJ , [>,]•, [JTJi hängen von -^, -^, -^, -^i 

und die Grössen [JTJ„ [jy„ [JT r ] t von ^ 2 , ^, $- 2 , §-' ab. In- 

dem man in die Formeln (37.) von X x , F 9 , X v den Wertli (46.) fiir w, 
sowie die Werthe (57.) für w, v substituirt, und die Relationen (15.) 
und (59.) berücksichtigt, findet man für die Bestandteile Oter Ordnung 
der genannten Kräfte die Ausdrücke 

™-«f +(-»)(S +*)+* 

in denen 2 ; 9R,i9t die Functionen 

+ 



(68.) 



«K*4-i)-- + '(HH 



M? 






+ 



bedeuten. Zur Abkürzung ist 

<PF t _ <PÖ! _ 

(69.) ; az az 

gesetzt worden. Auf diese Weise ergeben sich aus (66.) die Gleichungen 
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(70.) 



= X— jS + (a — 2ft)^Jcoß2 — Koobm 

= r— J9K + (a— W)— 1 ! cosp — «Rcosjl, 

welche für alle Punkte der Mantelfläche des Stabes mit Ausnahme der 
den Endflächen benachbarten gelten. Die analogen, durch (67.) aus- 
gedrückten Bedingungen sollen hier nicht in Ausführlichkeit wieder- 
gegeben werden; denn die Grössen U?, SB 2 , zu deren Bestimmung die- 
selben dienen, werden, wie oben erwähnt, als Grössen 2<*r Ordnung in 
den Rechnungen der folgenden Abschnitte nicht mehr berücksichtigt 

Auf die Grössen S, 3Ä, 9t, welche nach (68.) die von z allein ab- 
hängigen unbekannten Werthe 2a, Sß", £}" enthalten, finden die näm- 
lichen Bemerkungen Anwendung, welche im § 6 in Bezug auf L u M u 
Li, M^ gemacht wurden. Da z in den Gleichungen (60.) und (70.) 
nur als Parameter auftritt, so sind 2, 3R, 91 für das Integrationsver- 
fahren als gegebene Functionen, in denen jedoch 3 unbekannte Con- 
stanten vorkommen, anzusehen. Die ganze Betrachtung kann auf je 
einen zur z- Achse senkrechten Querschnitt beschränkt werden, an 
dessen Randcurve die für den bezüglichen Werth von z zu nehmenden 
Bedingungen (70.) in Kraft treten. Im § 6 wurde ferner erwähnt, dass 
bei den Grössen SBj und 2öj, welche durch die Gleichungen (47.), (48.), 
(53.), (54.) bestimmt sind, je eine additive Function von z willkürlich 
bleibt. Dasselbe gilt in Betreff der Bestimmung der Variablen U,, 9?, 
durch (60.) und (70.). In letzteren Gleichungen kommen ausschliess- 
lich die Differentialquotienten ~- y — l , -r-K — p- , nicht tt u SBi selbst, 

uOu %xy ox oy 

vor, woraus folgt, dass je ein nur von z abhängiger Summandus in 
tti und 93t willkürlich bleiben muss. 

Endlich ist anzuführen, dass die Grössen & ( , %, Q t , £ 2 , Sßj, & 2 > 
so wie die anderen unbekannten Functionen von z allein, welche 
von der Integration der partiellen Differentialgleichungen herrühren, 
durch die Gleichungen (10.) und (11.) des § 1 bestimmt werden. Das 
Verfahren, das sich hierfür ergiebt, ist genau dasselbe, welches im 
§ 5 für die unbekannten Functionen g, ®, \) angewendet wurde. 
Jede der genannten Gleichungen lässt sich durch Unterscheidung [der 
Grössenordnungen in eine Reihe verschiedener Gleichungen zerlegen; 
die nur von z abhängigen Factoren treten dann immer vor die Inte- 
gralzeichen. Im § 5 wurde bei dreien der Gleichungen (10.) und (11.) 
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die Abtrennung der Summanden der 2 beträchtlichsten Ordnungen 
bewirkt, wodurch man einerseits die Werthe (40.) für %, ©, \) ermit- 
telte, andererseits die Gleichungen (39.), die für die weiteren Ent- 
wicklungen wesentlich sind, erhielt Analog werden die Bestim- 
mungsgleichungen für % { , % etc. abgeleitet. Hat man die partiellen 
Differentialgleichungen, in denen x und y die unabhängigen Variablen 
sind, gelöst, so sind in den bestimmten Integralen, welche die linken 
Seiten von (10.) und (11.) bilden, die zu integrirenden Ausdrücke be- 
kannte Functionen von x und y. Zwei Beispiele für die Rechnungen, 
welche die genauere Behandlung des Problems erfordert, sind im 2ten 
und 3ten Abschnitt durchgeführt worden. 

Bei den hier angestellten Untersuchungen sind die äusseren Druck- 
kräfte X, V, Z überall als Grössen Oter Ordnung angenommen, und 
die Ordnungen der in (8.), (9.), (12.), (13.), (14.) definirten Ausdrücke 
/i, ^i, . - • F u G u . . . dem entsprechend festgestellt worden. Indessen 
bleiben, mit gewissen Modificationen, die erhaltenen Resultate auch 
noch gültig, wenn einzelne der äusseren Kräfte von beträchtlicherer 
Ordnnng als die übrigen sind. Die in einem solchen Falle eintreten- 
den Aenderungen beziehen sich auf die Größenordnungen, welche den 
verschiedenen Summanden der rechten Seiten von (10.) und (11.) zu- 
zuertheilen sind. Im Vorhergehenden bezeichnete man durch /i, g u h { 
die Bestandteile l 8ter , und durch /" 2 , ffi, h% die Bestandteile 2ter Ord- 
nung der Functionen f } g } h, die auf den rechten Seiten von (10.) 
stehen. Ebenso wurden die in (11.) vorkommenden Functionen F, G, 
// nach den Grössenordnungen in F u F 2) F$, respective G u £ 2 , G$ und 
H i9 f/ 2 eingetheilt. Wenn nun die gegebenen Oberflächenkräfte nicht 
sämmtlich von der Ordnung sind, so wird die Zerlegung der Grössen 
f, ff, /', F y G, H eine andere, während die Rechnungen selbst sich nicht 
wesentlich ändern. Man nehme z. B. den Fall, dass die Endfläche 
z = i des Stabes durch Kräfte in Anspruch genommen sei, welche die 
an der Mantelfläche wirkenden in solchem Masse übertreffen, dass man 
sie nicht zur 0*en ? sondern (wie X t und Y t ) zur — lten Ordnung zu 
rechnen hat. Dann sind die in (9.) angeführten Integrale über die 
Endfläche gleichzeitig mit den Ausdrücken (8.) als die Bestandteile 
ister Ordnung von /", g y h zu bezeichnen, und analog hat man die 
in (13.) vorkommenden Integrale über die Endfläche zu F u G { hinzu- 
zunehmen, sowie F* 9 G Z) ik zu den übrigen Werthen (13.). Will 
man die bisherige Bezeichunngsweise beibehalten, der zufolge /i, g u h L 
die Bestandtheile l»ter Ordnung von /*, g, h darstellen u. s. f., so sind 
die Definitionen von /i, g { ä, etc. in der Art, wie die obige Erörterung: 
fordert, zu modificiren. Abgesehen hiervon bleiben dann alle Entwick- 
lungen dieselben. Es können ferner die Functionen F i und G v gleich- 
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zeitig identisch Null werden, ohne dass die gegebene Lösung der 
Differentialgleichungen gültig zu sein aufhört, wenn sich auch hierdurch 
die Kraft Z t auf die — 1 te, die Ausdrücke F und G auf die 2te Ordnung 
reduciren. In Folge des Umstandes, dass überall Superposition an- 
wendbar ist, werden in den erhaltenen Formeln die verschiedenen 
Gruppen von Termen von einander unabhängig, so dass auch eine 
theil weise Aenderung in den Grössenordnungen der gegebenen Kräfte 
die Lösung selbst nicht hinfällig macht. — Der Fall, dass von den 
äusseren Druckkräften gewisse sehr gross sind und desshalb zu einer 
negativen Ordnung gerechnet werden müssen, tritt namentlich bei den- 
jenigen Aufgaben ein, wo der Stab an den Enden aufliegt oder einge- 
klemmt ist. Man bemerke, dass weil die den Endflächen benachbarten 
Stabtheile von der Betrachtung ganz ausgeschlossen sind (§ 2), die im 
Vorhergehenden abgeleiteten Gleichungen nicht minder für den an den 
Enden aufliegenden oder eingeklemmten Stab gelten, als für den, des- 
sen Enden frei schweben. An dem Ende, wo ein Stab aufliegt, hat 
man eine unbekannte Kraft hinzuzufügen, welche später durch die 
Bedingung der Unverrückbarkeit des Stabendes bestimmt wird. Ist 
der Stab eingeklemmt, so tritt ausserdem an dem betreffenden Ende 
ein unbekanntes Kräftepaar hinzu, dessen Werth sich aus der vorge- 
schriebenen Richtung der Tangente der elastischen Linie an jenem 
Ende ergiebt. Die genannten hinzuzufügenden Kräfte sind nun im All- 
gemeinen von der Ordnung — 1, respective — 2. Denn wenn der 
Stab an den Enden unterstützt ist, so folgt aus den Bedingungen für 
das Gleichgewicht des Stabes, dass die Gomponenten der unbekannten 
Kräfte die explicit gegebenen Componentensummen, die sich über die 
ganze Mantelfläche erstrecken, aufheben müssen; und bei dem einge- 
klemmten Stab wird die Ordnung der unbekannten Kräfte noch um 1 
niedriger, weil zu ihnen Hebelarme der lsten Ordnung gehören, wäh- 
rend die an der Mantelfläche wirkenden Kräfte theilweis Hebelarme 
Oter Ordnung haben. In diesen Fällen sind in den Gleichungen (10.) 
und (11.) die Grössen /*, g, ä, F, G, //um unbekannte Constanten, und 
die Grössen F und G ausserdem um Ausdrücke k x (/ — z) } k t (/ — z) 
zu vermehren, wie aus (9.), (13.), (14.) hervorgeht Die Ordnung der 
hinzutretenden Werthe ergiebt sich stets aus den Gleichgewichtsbedin- 
gungen des als starr angesehenen Stabes. 

Es ist schliesslich noch zu erwähnen, dass auch die seitliche Be- 
grenzung des Stabes eine andere, als im § 1 vorausgesetzt wurde, sein 
darf. Nach § 1 sollten die Ebenen z = l und z = — / die Begrenzung 
bilden. Da indessen die Stabenden für die obigen Rechnungen über- 
haupt nur in sofern in Betracht kommen, als sie Beiträge zu den Inte- 
gralen fj ff, h, F } G, U liefern, so bleiben alle erhaltenen Gleichungen 
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auch in dem Falle gültig, dass die Stabenden durch eine beliebige 
andere Fläche begrenzt werden. Es ist dann nur erforderlich , die 
Werthe f, g y A, F, G, ff entsprechend zu modificiren. 



§ 8. Ueber das Gleichgewicht eines Stabes mit veränderlichem 

Querschnitt. 

In den vorstehenden Paragraphen ist der betrachtete Stab als 
ursprünglich cylindrisch vorausgesetzt worden, so dass vor Eintritt der 
Deformation alle zu seiner Acb^e senkrechten Querschnitte congruente 
Umrisse hatten. Die bisherigen Rechnungen lassen sich aber mit ge- 
ringen Aenderungen auch auf den Stab mit variablem Querschnitt 
übertragen, falls die Abweichungen des Stabes von der cylindrischen 
Gestalt innerhalb gewisser Grenzen bleiben. Von den Winkeln 2, [i, i>, 
welche die Oberflächennormale mit den Coordinatenachsen bildet, hatte 

v im Vorhergehenden den constanten Werth — , also cosu den Werth 

0, da die Cy linderkante parallel zur z- Achse genommen wnrde. Es 
soll nun der Fall behandelt werden, dass cos v nicht mehr gleich 0, 
jedoch eine kleine Grösse von derselben Ordnung wie c sei. Bei 
dieser Annahme, die für einen beliebigen Punkt der Oberfläche (abge- 
sehen von den seitlichen Grenzflächen) gemacht wird, bleibt die der 
z- Achse parallele Dimension die vorwiegende, so dass der betrachtete 
Körper noch als Stab (oder Balken) bezeichnet werden kann. Die Quer- 
schnittflächen , welche die zur z- Achse senkrechten Ebenen aus dem 
Stabe ausschneiden , werden indessen hiermit als veränderlich voraus- 
gesetzt, so dass die in (7.) definirten Grössen A, B, C nicht mehr con- 
stant, sondern Functionen von z sind. Der geometrische Ort der 
Schwerpunkte der zur z- Achse senkrechten Querschnitte, der bisher 
mit der z- Achse zusammenfiel, geht im Allgemeinen in eine krumme 
Linie über. Ebenso werden die Winkel, welche die Richtungen der 
Hauptträgheitsachsen der genannten Querschnitte mit der x- und 
y- Achse bilden, zu variablen Grössen. Hieraus ergiebt sich, dass die 
Gleichungen (5.) und (6.) nicht mehr erfüllt sind. Man stellt in Bezug 
auf die Lage des rechtwinkligen Coordinatenkreuzes jetzt nur die Be- 
dingung, dass die z - Achse so gewählt sei, dass die Variablen x und y 
für alle Punkte des Stabes gleich kleinen Grössen sind. Eine der- 
artige "Wahl ist stets möglich , weil cos v als ein Werth von der Ord- 
nung von c vorausgesetzt wird. 

Als Bedingungen für die Oberfläche des Stabes hat man, da 
cos v von Null verschieden ist, nicht die Gleichungen (3.), sondern die 
in IV. der Einleitung angeführten Gleichungen. 
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X x COB X + X 9 cos fl + X t COB i> = JT, 
(71.) ^ JV cos X + Z, cos fi + y, COS V = J', 

2; COS 2 +■ Y % COBfl + Z t GOBV = Z 

anzuwenden. Ferner modificiren sich in den Gleichungen (10.) und 
(11.) die rechts stehenden Integrale. Denn an Stelle des Elementes der 
Mantelfläche des Cylinders tritt jetzt das im Allgemeinen der z- Achse 
nicht mehr parallele Element der Staboberfläche. Um für das letztere 
Element einen Ausdruck zu gewinnen, lege man, wie im § 1, zwei be- 
nachbarte und zur z -Achse senkrechte Ebenen z= } und z = } + ^ 
durch den Stab, und bezeichne das Bogenelement der Schnittcurve der 
Staboberfläche mit der Ebene z = ) durch tfö. Es sei P ein beliebiger 
Punkt der letzteren Schnittcurve, und PN die nach aussen gerichtete 
Normale der Staboberfläche in diesem Punkte. Zieht man von P aus 
parallel zur positiven z -Achse die Gerade PP*, so ist l_NPP ß = %\ 
und die Ebene durch PN und PP 1 steht auf dem durch P gehenden 
Bogenelement d& senkrecht. In dieser Ebene sei PP" die zur r- Achse 

normale Gerade. Dann ist Z- NPP" = ± (-« r), wo das positive 

oder negative Vorzeichen gilt, jenachdem v spitz oder stumpf ist; in 
allen Fällen besteht folglich die Gleichung cos NPP" = sin v. Das 
gesuchte Oberflächenelement unterscheidet sich nun von dem Element 

der cylindrischen Oberfläche allein dadurch, dass der Factor „tt^- 

cos NPP" 

hinzutritt. Wenn der Stab cylindrisch ist, hat in dem ringförmigen, 
durch die Ebenen z = % und z = ) + tfj ausgeschnittenen Oberflächen- 
stücke das Flächenelement den Werth d% d&. Man lege auch im vor- 
liegenden Falle durch d§ das der z- Achse parallele Flächenelement: 
dann ist der Winkel, den die zwei Flächenelemente mit einander bil- 
den, gleich dem Winkel zwischen ihren Normalen, d. h. = i__ NPP'\ 

Folglich hat man bei dem nicht cylindrischen Stabe das Oberflächen- 

1 

element gleich — d\ d& zu setzen. Der Nenner sin v dieses Werthes 

° sin v ° 

ist, da cos v als eine kleine Grösse vorausgesetzt wird, stetB nur wenig 

von der Zahl 1 verschieden. 

Die Einführung des Flächenelementes — d% d§ statt rfj d§ ist 

die einzige Aenderung, welche in (8.) und (12.) bei den Grössen /i, 
ffi> h\> F\> #ii sowie bei den übrigen in (13.) angegebenen Integralen, 
die über die Mantelfläche auszudehnen sind, eintritt. Die auf die End- 
fläche z = l bezüglichen Integrale bleiben unverändert Die von der 
Schwerkraft r herrührende, in (9.) vorkommende Componente ist jetzt 
durch 
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- Drfäiffäx dy 

S 

zu ersetzen ; und die Beiträge, welche die Schwerkraft zu den Drehungs- 
momenten um die x- und z- Achse liefert, werden respective gleich 
den Integralen 

Drf\i-z)dlffdxdy, -Drf'diffx dxdy. 

z s 

Hiernach hat man f, g, h, F, G, H bei dem vorliegenden Problem als 
folgende Werthe zu definiren: 

f = fi+flj 9 = 01+02» Ä = Äi+Ä-2, 

F = /'i+Zj+Zs, G = Gi + ßj + G^, H = Hi-\-H<t, 

r>=f'*fm£- v , 



(72.) lg, -f*fm4 



(74.) 



(75.) 



h=f\M)z 



KULV 
4S 



sin v 



h - ff AI) äx dy, 
(73.) \ ffi = ffr{t) dxdy- Drf 'd% fdx dy , 

fh = ffz(l)dxdy, 
K--f'(i-z)*f*<i)f 



Gi — fh-*)* fm 'S 



sinr 
d& 



B\UV 



^ - f'dtf*m£^-(l-*)ffAt)<t*dy, 
C* = f'd&fyZiJ)^ -{l-l)ffY(l)dxdy 

+ Drf\l-z)dl ffdx dy, 



sini> 



% -f'*f)xm-vx(i)\3 



dl 



Bin v 



F s =ffxZ(i)dxdy, 
(76.) \ G > — ff*ZQ)dx<ly, 

J5Ü = //} x F(/) — yA-(/) i dx dy — />r/ <Q ffx dx dy. 

Für die so definirten Grössen sind die Gleichungen (10.) und (11.) auch 
bei dem nicht cylindrischen Stabe gültig. 
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Da sin v von der Zahl 1 nur um eine kleine Grösse abweicht, so 

1 
bewirkt der hinzugekommene Factor —. keinerlei Veränderung in 

den Ordnungen der obigen Ausdrücke. In Folge dessen gehören, wie 
früher, die Werthe /"„ g u h u F u G { zur lsten, die Werthe /i, g t , h* 
F 2 , G 2 , Hl zur 2ten y und ^3, G 3 , H % zur 3ten Ordnung. Im Ganzen 
unterscheidet sich also, wenn man von der raodificirten Definition der 
Grössen f } g, h } F, G, H absieht, das in diesem Paragraphen behandelte 
Problem von dem früheren nur dadurch, dass die Oberflächenbedin- 
gungen (71.) an Stelle von (3.) getreten, die Gleichungen (5.) und (6.) 
fortgefallen, und die Werthe A, B, C Functionen von z geworden sind. 
Hieraus ergiebt sich, dass die Rechnungen, die im § 3 angestellt 
wurden, auch im Fall des nicht cylindrischen Stabes ihre vollständige 
Gültigkeit behalten. Denn dieselben gründen sich ausschliesslich auf 
die Klassifikation der einzelnen Grössen nach ihren Ordnungen, und 
diese Ordnungen haben sich nicht geändert Im § 4, wo die Ausdrücke 
für u , vq entwickelt sind, kommen die Oberflächenbedingungen (3.) zur 
Anwendung, da sie die Gleichungen (30.) liefern. Indessen bleiben 
die Formeln des § 4 bei dem vorliegenden Problem ebenfalls sämmt- 
lich in Kraft, weil die Gleichungen (30.) wiedererhalten werden. Die 
linken Seiten von (30.), 

[-*VLi C0B * + [-*f Li C0B P> 
M-i C0B * + [ JfLi C08 Pi 

stellen die Summen der Terme — l ter Ordnung dar, die in den 2 
ersten Gleichungen (3.) vorkommen. Nun stehen allerdings auf den 
linken Seiten der Gleichungen (71.), welche hier statt (3.) anzuwenden 
sind, noch die Summanden X s cos v, Y t cos v. Aber da cos v als 
eine Grösse Ister Ordnung vorausgesetzt wird, und die Gomponenten 
X t} F z die Ordnung — 1 haben, so gehen die Produkte X % cos v und 
Y z cos v, als Grössen Oter Ordnung", nicht in diejenigen Gleichungen 
ein, welche Uq, v bestimmen. Daher sind die Bedingungen (30.), und 
in Folge dessen alle übrigen Gleichungen des § 4 auch hier gültig. 

Im § 5 setzte man, um % ©, f) als Functionen von z zu bestim- 
men, den Ausdruck (36.) der Kraft Z z in die Gleichungen (10.) und 
(11.) ein. Da nun die Gleichungen (36.), (10.), (11.) ihre Gültigkeit 
behalten haben, so modificirt sich die Berechnung der Werthe g, ©, \) 
nur insofern, als A, B, C jetzt variabel sind, und die Gleichungen (5.) 
und (6.) nicht mehr bestehen. Man bezeiche durch A u B i9 K die über 
den Querschnitt zu nehmenden Integrale 

(77.) | Ai = ff x dxdy ' Bi = ff y dxdV} 
\ K = JJocy dxdy, 



{ 
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81 



die ebenfalls Functionen von z sind, und von denen A i9 B i zur 3ten 
K zur 4ten Ordnung geboren. Dann ergeben sich für % ©, lf statt 
der im § 5 abgeleiteten Gleichungen die folgenden: 



+ '3+4* 



-0*1 + *j), 



K 



eP® db 



+ -*i 



dz 1 

dP® 
dz* 



dz 



+ c&— *,. 



«Pf* 

tfz 2 
Gemäss (24.) ist 

8 = gi + %, © = ©i + ®2, & — & + k, 

wo 3f lf ©j die — 3te, g 2 , © 2 , ^ die — 2te, ^ 2 die — lte Ordnung 
haben. Nach Einsetzung dieser Werthe zerlegt sich jede der obigen 
Gleichungen in zwei andere, und man erhält: 



(78.) 



A 



dz* 



~d* +Al dz~ Fl > 



K 1F + B ~dz*~ + Bl dl 



= — G 



i» 



*$ + **&+ cGl-o, 



(79.) 



1 dz* 



dz* ' ~ dz 

^©2 ,, <$2 _ *, 



tfz 2 



dz 






Durch Auflösung der linearen Gleichungssysteme (78.), (79.) findet man 
7F^' d~* } ä un( ^ ^ a ^ er auc ^ % ®> & a l ß eindeutige Functionen von 

^2% /72ßt //fr 

z. Die bef der unbestimmten Integration von -r4r, tt» -£ auftreten- 

oz 2 dz 2 7 dz 

den willkürlichen Constanten können, wie im § 5 bemerkt wurde, fort- 
gelassen werden, da von denselben nur Terme der in (11.) der Einlei- 
tung angegebenen Beschaffenheit herrühren. — Die Substitution der 
aus (78.) und (79.) folgenden Werthe von % 9 ©, \) in die Gleichungen 
(36.) und (38.) liefert für den nicht cylindrischen Stab eine angenäherte 
Lösung von derselben Art, wie sie im § 5 für den cylindrischen dis- 
cutirt wurde. Die 2 Lösungen unterscheiden sich im Wesentlichen nur 
dadurch, dass hier eine jede der Functionen % 9 ©, !) gleichzeitig von 
den 3 Grössen F 9 G } h abhängt 

6 
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Die Differentialgleichungen, denen die Bestandteile höherer Ord- 
nung von g, Tj y £ für Punkte des Innern bei dem vorliegenden Problem 
genügen, sind den in §§ 6 und 7 abgeleiteten Gleichungen völlig ent- 
sprechend. Man hat bei den Substitutionen für rv und für u, v nur die 
Aenderung der Werthe von %, @, \) zu berücksichtigen, um für 2Bi, 
2B 2 , tti, 9Si, 11-2? 2?2 genau die nämlichen Differentialgleichungen wie 
früher zu erhalten. In (46.) und (57.) wurden, gemäss den Gleichungen 

(40.), die Werthe 

_F L ±Jj G t + G 2 _h L 

A ' B ' C 

an Stelle von --4, -— r-, ' gesetzt. Wendet man also bei dem Stabe 

dz 1 f dz 2 7 dz 

mit variablem Querschnitt die zu (46.) und (57.) analogen Substitu- 
tionen an 

(so.) w- 4£ j dz ^x+ dz3 y + * dzi \ 

/ = _£2 (iL 4. v— ?L\ x * *% y 3 

dz« \.E + ~ £» /24 + dz* 6 

d«@ (x> + y* y*\xy , „.. d«P *» 

/a— & , & \ d»Ij s 3 , „ , „ , 



(81.) 



1a 



d«©/y 3 3.r»— y'N y" <?£ ä» 
" dz 4 \£ 4/24 dz 2 6 

\ -(V+|)S£+®.^°. 

wo g, ©, ty die durch (24.), (78.), (79.) bestimmten Ausdrücke bedeu- 
ten, so findet man für 2B,, 2B 2 wiederum die Gleichungen (47.), (48.), 
und für Ui, 93i, 1^, & 2 die Gleichungen (60.), (61.). 

Es bleibt übrig, die Oberflächenbedingungen zu behandeln, welche 
sich im Fall des Stabes mit variablem Querschnitt für die letzterwähnten 
Unbekannten ergeben. Im § 6 wurden die auf 2B l7 2B 2 bezüglichen 
Gleichungen (53.), (54.) aus der 3ten Gleichung (3.) durch Abtrennung 
der Glieder — lter und Oter Ordnung erhalten. An Stelle der 3*» 

Gleichung (3.) 

X t cos X + Y z cos fi = Z 

ist jetzt die 3te Gleichung (71.) 
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X t cos X + Y t cos n + Z u cos *> = Z 
getreten, so dass man ausser. den in (53.), (54.) vorkommenden Aus- 
drücken noch die Summanden Oter und — lter Ordnung von Z z cos i> 
zu berücksichtigen hat. Aber cos v ist von der Ordnung 1, und die 
Terme — 2<*r un d — lter Ordnung von Z % sind nach (36.) gleich dem 
Ausdruck 

der in Folge der Gleichungen (78.) und (79.) eine bekannte Function 
von x f y, z ist Daher sind die Terme — lter und Oter Ordnung des 
Produkts Z z cos v gegebene Werthe, welche man mit der rechts stehen- 
den gegebenen Function Z vereinigen kann. Die von den Unbekann- 
ten 2Ö l7 5B 2 abhängigen Ausdrücke sind genau dieselben, wie bei 
dem früheren Problem. Analog verhält es sich mit den Oberflächen- 
bedingungen für Ui, aSi und ttj, 3J 2 . Statt der Gleichungen (66.) und 
(67.) sind die aus (71.) folgenden Gleichungen 

[Xs^ cos X + [X v \ cos fi = X — [X^ cos v } 

[X,\ cos X + [F,] cos fi = Y — [F f ]_ 2 cos v, 



und 



{ 
( 



[X x \ ÜOBrX + [X,\ COS fl = — [X s ] \ COS V, 

[X y \ cos X + [Y 9 \ cos fi = — [ JT £ ] cos *> 

anzuwenden. Nun hat man, wie im Vorhergehenden (§ 7) erörtert 
wurde, bei der Berechnung von Ui, 2$i, tlj, 2$2 die Grössen SBi und 
2B2 als bekannt anzusehen, da deren Bestimmungsgleichungen bereits 
ermittelt worden sind. Ferner bleiben die Gleichungen (52.) für X z 
und Y z in Kraft, wenn nur die Definitionen von Z^, M iy L^ } M^ ent- 
sprechend der Substitution (80.) geändert werden. Folglich sind die 
Bestandteile — lter und O fc er Ordnung von X z} Y z wiederum gleich 
den für bekannt geltenden Werthen: 



(S-4 <f -4- 
(2-4 »(£-4 



Somit unterscheiden sich auch bei diesen Oberflächenbedingungen die 
zwei Probleme des cylindrischen und des nicht cylindrischen Stabes 
nur durch die gegebenen rechten Seiten, während die Ausdrücke, wel- 
che die Unbekannten enthalten, hier nicht anders als in (66.), (67.) 
lauten« 

Aus den angestellten Betrachtungen geht hervor, dass solange der 
Winkel v 7 den die Oberflächennormale mit der z- Achse bildet, von 
einem Rechten nur um Werthe, welche die Ordnung von c haben, ab- 

6* 
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weicht, die in den §§ 1 — 7 entwickelte Theorie sich ohne weitere 
Beschränkung direkt auf das Gleichgewicht des Stabes mit veränder- 
lichem Querschnitt ausdehnen lässt. Die Modificationen, welche die 
Differentialgleichungen in diesem Falle erleiden, sind, wie sich aus 
dem Obigen ergiebt, von solcher Art, dass die Schwierigkeiten der 
Rechnung nicht grösser als bei dem cylindrischen Stabe werden. 



Abschnitt IL 

Oleichgewicht des cylindrischen vollen Stabes 
mit kreisförmigem Querschnitt 



§ O. Bestimmung von 9B t für den kreisförmigen Querschnitt; 

Einführung neuer Variablen. 

Die Differentialgleichungen, welche in den §§ 6 und 7 für die 
genauere Ermittlung der Vorgänge der Stabdeformation aufgestellt wor- 
den sind, sollen für die 2 Fälle, dass der cylindrische Stab einen vollen 
Kreis, und dass derselbe einen von zwei concentrischen Kreisen be- 
grenzten Ring zum Querschnitt bat, näher behandelt werden. Die in 
diesem Abschnitt ausgeführten Rechnungen betreffen das erstere der 
genannten beiden Probleme; das letztere bildet den Gegenstand der 
Betrachtungen des 3ten Abschnitts. 

Von den unbekannten Bestandteilen der Verschiebungen g, 17, £ 
wurde SBt durch die im § 6 angegebene Differentialgleichung (47.) 

dx* + dy* 
und die Oberflächenbedingung (53.) 

v^- z v CO82+ vV _ ^7 C08 ^ = 

bestimmt. In dem vorliegenden Fall, wo der Querschnitt des Stabes ein 
voller Kreis mit dem Radius c sein soll, hat man für cosA und oos/u 

X v 

die Quotienten — und — einzusetzen. Nach Substitution der Werthe 

c c 

(50.) für Zt, M x und Berücksichtigung der Gleichung x 2 + y 2 = c 2 
findet man 

. , ^ c /l . 1\ (dF x , dG x \ 
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Die HauptträgheitBmomente A und B haben bei dem kreisförmigen 

Querschnitt den gleichen Werth — — . Die Grösse 2B, ist somit bei dem 

vollen Kreiscylinder eine Function, welche für jeden zur Cylinderachse 
senkrechten Querschnitt die Differentialgleichun 

dx* + dy* 
im Innern und die Bedingung 

cflöj x dS&i y c (\ , \\ (dF x _ , dG x 

r 



er 
ö 



l = \Ä\b+E)\l£ X+ lb y ) 



dx c dy 

am Rande zu befriedigen hat Man sieht leicht, dass diesen Anfor- 
derungen durch die Function 

wo 5t eine willkürliche Function von z allein ist, genügt wird. 

Zu den Bestandteilen negativer Ordnung der Verschiebung £, 
welche nach (24.) und (25.) des § 3 

"• + ".— j(3" + *' + ») 

lauten, tritt also bei dem Stab mit kreisförmigem Querschnitt der 
folgende Ausdruck Oter Ordnung 

AA\\b + Ej C E \\dz X+ dz y 

_d$ 1 Q , Ä 

dz X dz V + * 
hinzu, wie sich aus der Gleichung (46.) des vorigen Abschnitts nach 
Berücksichtigung der Ordnungen der daselbst vorkommenden Grössen 
und nach Anwendung der Gleichungen (35.) ergiebt. Wenn man sich 
nur die Verschiebung t>=W x + W<L ausgeführt denkt, so liegen, wie 
im § 5 (Gleichung (43.)) erörtert wurde, die materiellen Theilchen, die 
sich anfänglich in einer zur z-Achse senkrechten Ebene befinden, nach 
der Deformation des Stabes wieder in einer Ebene. Dies gilt auch 
noch, wenn von den oben erwähnten zur Oten Ordnung gehörigen 
Summanden von £ die folgenden 

c* /l 1\ fdF t dG y \ dfr dCk Q 

zu W v + W<l hinzugenommen werden. Dagegen drückt der Term 

4AE \dz X± dz V \ 
eine der z- Achse parallele Verrückung aus, durch welche ein beliebiger 
Querschnitt z = z in eine Fläche 3*en Grades verwandelt wird. 
Geht man von dem Querschnitt z=z Q aus, so giebt £ die der z- Achse paral- 
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lele Coordinate an; dann wird durch die xs-Ebene die Curve£= Consta; 9 
aus der Fläche 3ten Grades ausgeschnitten. Zu je zwei correspondiren- 
den Punkten (x, y) und ( — x> — y) des Querschnitts z = z gehören 
gleiche und entgegengesetzte Werthe der obigen Ausweichung. 

Für die Grössen 11, und 33! , durch welche die unbekannten Be- 
standteile 1 »ter Ordnung der Verschiebungen g und q bezeichnet 
wurden, fand man im § 7 die Differentialgleichungen (60.), welche nach 
Substitution des hier erhaltenen Werthes (1.) von SBx die Gestalt 

d /£Ui dSBA . d fdn L _^ i \ 
1 dx\dx' r dy ) "*" dy \dy dxj 

dy \dx dy J dx\dy dx J 

— ( a -Vn\j + Ej-dzT 

annehmen. Man verbinde die Variablen 11 1; 3$i mit zwei neuen Un- 
bekannten 11', SB' durch die Relationen: 

j«-«-5(M)2* 

Dann ergeben sich für U' und SB' die einfacheren Differtialgleichungen 



d /dlt' , dSB'N , , 



d /dll' dSB^ = Q 
dx \dx ' dy / ' ~ dy\dy dx J 9 

a l (<M.ä® \_ b £ (OV _ #& \ 

dy \ da? dy / da; \ dy dxj~' 

Zur Integration derselben führt man Polarcoordinaten an Stelle der 
gradlinigen Coordinaten x, y ein; es sei 

(4.) x = r cos s, y = r sin *, 

so dasB r in dem betrachteten Querschnitt den Radius vector, und s 
den Winkel zwischen r und der positiven x- Achse angiebt. Man ersetzt 
ferner die Grössen tt', 95', welche Verschiebungen der Theilchen parallel 
zur x- und y -Achse darstellen, durch zwei andere Verschiebungs- 
componenten q 7 ö, von denen die erstere die Richtung des wachsenden 
Radius r hat, die letztere zu r senkrecht steht und im Sinne des 
wachsenden Winkels s gerichtet ist. Dies geschieht bekanntlich durch 
die Substitution: 

11' = q cos s — ö sin s, 

q sin s + ö cos s. 



<>•> { i 
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§ 10, 6, 7, 8. 



In entsprechender Weise führt man statt der Coraponenten X, Y der 
gegebenen, an der Staboberfläche wirkenden Druckkräfte zwei neue 
Componenten R 7 S ein, die zu q, respective parallel gerichtet sind. 
R und S werden demnach durch die Gleichungen 

{X = R cos s — S sin s } 
Y = Äsii 



oder 



definirt 



(6.) 



(7.) 



sin s + S cos s, 

= X cos s + Y sin s f 
^Tsin*+ Fcos* 






§ 10. Integration der Gleichungen für q, ö. 

In die Gleichungen (3.) substituire man zunächst die aus (4.) und 
(5.) folgenden Werthe 



da* <m 

dx dy 

du 

dy 



r L 



ä(r Q ) dö 

dr """ <fc 



■]■ 



'_Ä£_1 VdQ d(rö) l 

dx r [_ds dr J 



Sodann addire man die Gleichungen (3.), nachdem man die erste durch 
cos *, die zweite durch sins, respective die erste durch — sin*, die 
zweite durch cos s multiplicirt hat, wobei die Formeln 

dg> dx dg> dy_ __ dg> 
dx dr dy dr dr 9 



dtp dx dg> dy 

+ 



dx ds dy 

dx 

— = cos s, 

dr 



dy 
dr 



«ins, 



ds 

dx 

~ds 

dy 
ds 



dg> 
= ds ' 

= — r sin*, 
= r cos* 



zur Anwendung kommen. Auf diese Weise entstehen für q, c die 

Differentialgleichungen : 

d il[dJro) dol) b d 

, Q , . -- ( r L * *Jl r r 

\P') 




ds 

da 
ds 



— b 



ds 

d_ 
dr 



AVdQ tf(rq)l) 

r [_ds dr J) ' 



Um dieselben zu integriren, sucht man zunächst partikuläre Integrale 
auf, indem man 

q _ 2lr»» cos ns } ö = SPr 1 " sin ns 
setzt, wo 21, 21', m y n nicht von r, * abhängen sollen. Man erhält dann 
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?[* -Ä **] ~ -[«« + (»+ l)*1'- , "to«. 

so dass die Gleichungen (8.) nach Heraushebung des Factors r" 1 ~ 3 cos ns, 
bezüglich r" 1 -* sin ns, die folgenden Beziehungen zwischen 21, 31', w, w 
liefern: 

.» [ö(m 2 — 1) — ftn 2 J + »'n[a(flt — 1) — b(m + 1)] = 0, 

^[b(m—\) — a(m+\)] + W[b(m*—l) — <m*]==0. 

Wenn hieraus 91 und 31' eliminirt werden, ergiebt sich zwischen m und 
n die Beziehung 

\(m + \y — n*j |(ro — 1)* — n*| — 
oder 

»» + 1 = ±n, 

w — 1 = ±w. 

Da aber das partikuläre Integral, das zu einem Werthe — n gehört, 
identisch mit dem zum Werthe + n gehörigen ist, so braucht man nur 
die positiven Werthe von n (inclusive des Werthes n = 0) zu be- 
rücksichtigen« Für m sind also die zwei Werthe 

m = n — 1, m = n+l, 

wo n = ist, einzusetzen. Nimmt man m = n — 1, so entsteht die 
Gleichung 

n[a(n — 2) — bri] [St + W] = 0, t 
welcher durch 

»' — a 

genügt wird. Ausgenommen ist der Fall n = 0, wo 31' fortfällt, während 
31 beliebig bleibt. Indem man der Grösse 21 den Index n beifügt, um 
die zu verschiedenen Werthen von n gehörigen Goefficienten von ein- 
ander zu unterscheiden, erhält man die dem Werthe m = n — 1 ent- 
sprechende partikuläre Lösung 

q = Slar* -1 cos ns, c = — 3l»r"~ x sin ns. 

Wird zweitens der Werth m = n + 1 substituirt , so entsteht zwischen 
% und 31' die Relation 

«e-F-sM^-*)-«- 

Man genügt der^ben, indem man 

setzt, wo dn eine beliebige, von r und s unabhängige Grösse bedeutet, 
so dass q und o die Werthe 
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fn + 2 n\,- ,. 
q = i j (5^+ * cos ws, 



ö = (LZ *M g^i+i sin rw, 

annehmen. 

Ausser diesen Ausdrücken von q, <j, in denen n eine beliebige 
positive Zahl bedeutet, gewinnt man weitere partikuläre Integrale 
mittelst der Substitution 

q = SBr»* sin TW, ö = — 33'r m cosw*, 
die zu ganz analogen Rechnungen führt. Zwischen 33 und 33' bestehen 
dieselben Beziehungen, welche oben zwischen 21 und 21' erhalten wurden; 
daher ergeben sich jetzt für q und ö die Werthe: 

q = 33»^" 1 emns, 

o = SB^r"— 1 cos ns, 
und 

— ^ , J ©»r** 1 sm ns, 

ö Ai+?_^ sj^-m cos ns, 

wo SB» und 3)» willkürliche Grössen bedeuten, die von r, s nicht ab- 
hängen. 

Durch Summation der verschiedenen partikulären Integrale findet 
man als die allgemeine Lösung der Gleichungen (8.) die folgenden Aus- 
drücke von q und ö: 

q = ^r" _1 )2l» cos ns + 33» sin ns \ 



(9.) 



(») 



yV *±?_ f] rM-ijg.cosn* + ®„sin;w|, 
o»>\ « */ 

= — ^r"- 1 J21» sin n$ — 33» cos rwj 






oo \ b aj ' 

Zur Ermittlung der Grössen 21«, 33», 6», 3)» hat man die auf U lf 9Si 
bezüglichen Oberflächenbedingungen (70.) des § 7 anzuwenden. 



§ 11. Bestimmung der Coeffloienten 21» , 33» , <5», 2)». 

In den Rechnungen des vorigen Paragraphen sind 21», 33», ß», 
3)» als die Integrationsconstanten anzusehen ; indessen stellen dieselben, 
da bei der Integration nur x und y als Variable vorkommen, willkür- 
liche Functionen von z dar. Man drückt, um sie zu bestimmen, in 
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den Oberflächenbedingungen (70.) des § 7 die Grössen U, , SSj , x , y 
gemäss den Gleichungen (2.), (4.), (5.) durch q, ö, r, s aus. Ausserdem 
transformirt man die genannten Bedingungen in der Art, dass man die 
erste Gleichung (70.) mit cos s, respective — sin s, die zweite mit sin s, 
respective cos s, multiplicirt und dieselben addirt Dann entstehen, nach 
Berücksichtigung von (7.), die Gleichungen 



(10.) 



do . a — 2b/dö \ w 
r ds dr r 



woselbst r = czu setzen ist, und durch % © die Functionen 

i«-*+£0+i)"(S - " + * e -') 



(lt.) 



© = s + 



+ 



jfi cos* * + 3B »in 4 s + 9t sin 2s\ _ 



S — 3R 



[ 



1 + 

- sin 2s — 91 cos 2s 



u 



bezeichnet sind. 

Die Grössen SR und ©, die von s und z abhängen, werden in 

Bezug auf s nach dem Fourier'schen Satz entwickelt. Man habe die 

Entwicklungen 

n == o o 



(12.) 



©=W + 



n = l 
n = qo 

V 



*t ^ { 7««iniw + <R,coBiw{, 
n = l 
deren Coefficienten a„, 0„, y», d n von z allein abhängen. Der Umstand, 
dass in S , 9K , SR (siehe die Gleichungen (68.) des § 7) die bisher noch 
unbekannten ^Functionen % t , ?ß 1} Di von z vorkommen, bewirkt, dass 
in (12.) einzelne Entwicklungscoefficienten vorläufig unbekannt bleiben 
und erst durch die späteren Rechnungen bestimmt werden. 

Für q und ö hat man die Ausdrücke (9.) in die linken Seiten 
von (10.) einzusetzen. Um letztere für r = c mit den Reihen (12.) 
identisch zu machen, beschränkt man n auf ganzzahlige Werthe. Ferner 
dürfen, da der Querschnitt des Stabes nach der Voraussetzung ein 
voller Kreis ist, negative Potenzen von r in den Summen (9.) nicht ent- 
halten sein ; denn dieselben würden für r = den Verschiebungen q 
und ö unendliche Werthe verleihen. Somit sind in jeder der beiden 
Gleichungen (9.) die Grenzen n = \ und n = oo für die erste Summe 



92 



§ 11, 13. 



und die Grenzen n= — 1 und n = oo för die zweite anzuwenden. Man 
bemerke jedoch, dass die zweiten Summen für n = — 1 die Tenne 

(> = ( — + —) (6-i cos s — S)_i sin s) f 

<s= — ("" + t) (&-i sin 5 + 3)-i cos s) 

liefern, welche mit den für n = 1 von den ersten Summen herrührenden 

Tennen 

q = % cos s + 85! sin *, 

' c = — (2li sin* — 83i cos s) 

identisch sind, da % 7 33i, 6-i, 5D_i willkürliche Grössen bezeichnen. 
Daher kann man, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, den Werth 
n = 0, statt n = — 1, als untere Grenze der zweiten Summen neh- 
men. Die Gleichungen (10.) gehen durch Substitution der Werthe (9.) 
für q und d, sowie des Werthes c für r, in die folgenden über: 

■ a ~\ 



a 
a — b 



n=ao| [b(n— l)c»~ 2 3l»— - — -(n+l)(w— 2)c"6 il ]co8>w 



+ 2^ 



(n + 1) (n— 2) c" 3),,] siniw 



,J~,[ + [6(n— l)c"~ 2 SB. 

»=oo ( [— b (n— 1) c»- 2 2C n + ^^ n(n + l)c" ©»] sinn* 
2 V a _ 

n=i I + [b(n — l)*- 2 »,— - — -nCn+OcS^cosn* 



q— i 
a — b 



=», 



= 6. 



Man führt hierin für 3t und © die Reihen (12.) ein und setzt die Co- 
efficienten von cos ns und sin ns rechts und links für ein beliebiges 
n einander gleich. Auf diese Weise entsteht für n > das Gleichungs- 
system 

b(n— l)c— » 3t„ — ^=^(n +!)(»— 2)c»6, — *«., 



(13.) 




a 



&(n— l)*- 2 »,,— ^_*(»+i)( Ä _2)c-». = ifr, 

&(n— Oc— 2 »,. — — n(n + l)c"J) Ä = W», 

in welchem die beiden letzten Gleichungen aus den beiden ersten ent- 
stehen, wenn man 21«, (£*, a„, /», bezüglich durch 33», SD», 0», — d. 
ersetzt Mit Ausnahme des Falles n= \ ergeben sich aus (13.) die 
Werthe 
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gr _ na n + (n — 2)y n $ _ «(«»+7») 

Ab(n — l)c»- 2 ' w " A(a — b)(n+\)c» } 

(U ° S B _ nß n -(n-2)6 n _ a(ß n -6 n ) 

Ab(n— 1)C- 3 ' ^ w ~ 4(a— 6)(n+l)c» # 

Für n = 1 bleiben % und »i willkürlich, da ihre Factoren in (13.) 
verschwinden. Die Coefficienten 6*, 3^ haben nach (13.) die Werthe 

««1 os «A 



Si-tt^itt, ®i = 



4( a — J)c' * 4(a — &)c> 

während gleichzeitig für a u y u ß i} ö { die Bedingungen 

«i — n = 0, ft+tf t = 

erhalten werden. Man erkennt, dass bei Berücksichtigung der letzteren 
Gleichungen die für n > 1 geltenden Formeln (14.) auch die Werthe 
von Gj, 35 t richtig angeben. Ein zu n = ö gehöriges, also von s 
unabhängiges Glied kommt nur in der ersten Oberflächengleichung 
vor; es folgt hieraus einerseits für ©o die Bestimmung 

(K — fla o 

andererseits die Gleichung 

rfo = 0. 

Für die Entwicklungscoefficienten von fft und 3 haben sich demnach 
die Bedingungen 

(15.) a t — 7i = 0, ft +* — <>, rf = 

ergeben; im Folgenden wird gezeigt werden, dass dieselben stets er- 
füllt sind. 

Zu den unbestimmt bleibenden Ceefficienten 3C l7 33 x gehören nach 
(9.) die Summanden 

q = 2li cos s + $i sin $, 

ö = — äti sin s + $! cos $, 

denen gemäss (5.) die Werthe 

«i — »i, »i=»i 

entsprechen. Dieselben geben folglich nur eine constante Verschiebung 
parallel der x-, respective der y- Achse an. Ausser 3l l und 33i ist noch 
die Grösse S) willkürlich, da sie in (9.), aber nicht in den Oberflächen- 
bedingungen vorkommt. Von ihr hängt in (9.) das Glied 

o 

ab, welches eine constante kleine Drehung des betrachteten Cylinder- 
quersehnittes um die z-Achse ausdrückt und nach (5.) die Werthe 
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„ 2$,, . 235, 

U t — — ° r sm s = — " y, 

m 235 23),, 

sBi = r^ r cos* = — x 

o o 

liefert In den obigen Rechnungen sind somit nur Terme, welche den 
in (11.) der Einleitung erwähnten analog sind, willkürlich geblieben. 



§ 12. Berechnung der Componente Z g . 

Die für 2B 1? q, ö abgeleiteten Werthe sollen dazu angewendet 
werden, die Druckkraft Z z mit der Genauigkeit zu bestimmen, dass 
noch die Terme Oter Ordnung vollständig angegeben werden. In die 
Formel (41.) des § 5 

*-— — X+ — B~ y + lÖ 



i ** i 



(-">(£+*) 



hat man zunächst die durch (46 ), (57.) der §§ 6, 7 und (2.), (5.) des § 9 für 
tv, u, v substituirten Ausdrucke einzuführen, sodann die Variablen 3B l9 q, ö 
gleich den für den kreisförmigen Querschnitt ermittelten Werthen (1.), 
(9.), (14.) zu setzen. Es ergiebt sich hierdurch, wenn man die Gleichheit 
von A und B beachtet, und gemäss (69.) des § 7 zur Abkürzung 

*El—w *£_/™ 

dz* l} dz* l ' 

dz* * l » dz* **» 
sowie 

dz 
setzt, für die Componente Z z die Gleichung: 

(16.) *_*L±Ü x+ SL±Ä, + £. 

+ ( a _» ) (* + *) + ,( Ä ._ ¥fB _ 0ftf ) 

a Fix + Wy ) /l 1\ g* + y' > 
+ 4 ^ | C V» ^/ ^J »* 

Hierin ist ftr -=— + -r- die Summe 

dx dy 
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du dv 

dx dy 



r 
+ 



ä(rQ) da 
dr "*" ds 
f\'x 



+ <L -^ <W* + Ofy) 



a 



AA 



b 






+ 



zu setzen, in welcher die Gesammtheit der Glieder von positiver 
Ordnung durch \p bezeichnet ist. Der Ausdruck (16.) von Z z nimmt 
eine einfachere Gestalt an, wenn man diejenigen Bestandteile von 

— | . +^[> welche F'f, G'[, %'{, &'/ enthalten, von den übrigen 

abtrennt. Zufolge von (9.) und (14.) ist 

1 



djrg) da 
r i dr ds 



n 



a( ft -ft) + ^Zg ^ (ff )(«n + 7n) COS n^ + (ff w -rfn) Bin ^j. 

Jeder der Coefficienten a H , ß n , y n} 6 n besteht aber aus zwei wesentlich 
von einander verschiedenen Theilen. Denn in den Functionen 31 und 
<S, welche in (12.) nach dem Fourrier'schen Satz entwickelt wurden, 
kommen nach (11.) einerseits die gegebenen Oberflächenkräfte R und 
S selbst, andererseits gewisse von den Functionen F u G t etc. abhängige 
Summanden vor. Man setzt nun für ein beliebiges n 

10 lr- — ri + rffi *-* + «, 

indem man durch a' ny #,, y' nj ö' n die bezüglichen Entwicklungscoeffi- 
cienten der Oberflächenkräfte R und S, durch a«, /£', y», tf» die der 
übrigen ßestandtheile von 9i und © bezeichnet. Die Entwicklung für 
R, S soll also 

n = od 

R = ia'o + ^!rf W» cos ** + & ß ^ n **)> 



(18.) 



S = WJ + 



» = l 

n = oo 

^ (/i sin ns + 6n cos *w) 
n= 1 



lauten, wo dann a4, 0i, yi, 4» gegebene Functionen von z sind; und 
andererseits setzt man: 
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^2 ( l + j ) 8in 2* (ff 8in * + Gl' c° 8 *) 

— JS cob 1 * + SN sin 1 * + 31 Bin 2*1 

= iao+ ^^ \c& C08n* + j%' sinn*(, 
n=l 

u( l+ i) (iT Bin * + G " C0B 3,) 

U 



+ 



AA 



[ 



sin 2s — 31 cos 2* 



11= OD 



= *<%'+ 2 |yi' sinn* + # cos n*|. 



n = i 



Von den Coefficienten c&, ßn, 7«, #>' sind nur die zu einem Index 
n =§ 5 gehörigen von Null verschieden, da die zu entwickelnde Function 
den 5ten Grad in Bezug auf x und y hat Um die genannten Coef- 
ficienten zu berechnen, hat man die in (68.) des § 7 definirten Grössen 
2, 9W, 31 durch Einführung der Folarcoordinaten r, s zu transformiren, 
und findet dann nach Anwendung der Relationen (15.) des § 1, die 
zwischen den Elasticitätsconstanten gelten, die folgenden Gleichungen: 

ai + *~~i2\ 2 + ß)ll + a *t» 

c» (a— b) {a — U) Fi 



o? + tJ'== — 



24 



a (3a — 46) A ' 

.„_ <* (a-6)(a-2ft) GH. 
P»- » - 24 a (3a— 4*) T' 

Alle übrigen Binome ai'+ /„', &'— #' sind gleich Null. Mit Rttcksicbt 
auf das Folgende (§ 15) sei noch erwähnt, dass 



ff + <ff 



<j» d' 



4 ^' 



erhalten wird. Durch Substitution der obigen Werthe ergiebt sich, 
wenn man zur Abkürzung durch # die Summe 
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n == o d 

(19.) # = 4oJ + ^ (-)) (oi + yi) cos «* + (&—£) sin ns | 

n=l \ c ' 
bezeichnet, die Gleichung 

r I dr ~ r ds\ 

a-6 + a(a-i) W 5 «* + ii «W 
, C ( » + E 1 i ^x + G[y 

"*" 4 f(a— 6)£ 3(a— 6)1 ^ 

- 24«(3a"l 2 46)^ lT»(*»-3tf> + ^^-3^)1. 
In Folge dessen ist 

s + v- i - :j + *E? <* + ow + » 

Den auf die Summanden — 2ter f — iter und Oter Ordnung beschränkten 
Ausdruck der Componente Z t bezeichne man durch (Z,). Derselbe 

ergebt sich aus (16.), wenn man in dem Werth von - — h — - den 

Term tp fortlässt. Durch Substitution des ietzterhaltenen Aus^roks 

von -_,+-%- erhält man aus (16.) nach einigen einfachen Trans- 
ax ay 

formationen für (Z t ) die Gleichung: 

Ä T A y ^ C 

(20.) (Z.) = { + aX- E flßf* + jQjy) + -| * 



+ 



j A j. 2ft \ «* / u 2ft> \ ** + yl ) *?* + ^' y 



Es bleibt übrig, die unbekannten, von z abhängigen Grössen $P", Q" 
Ä', die in (20.) enthalten sind, zu ermitteln. 

§ 13. Bestimmung der Functionen ty u ö,, 5t; schliesslicher 

Ausdruck der Componente Z g . 

Im § 5 wurden die Werthe der Functionen g, @, \) mittelst dreier 
der Gleichungen (10.) und (11.) des § 1, die sich auf das Gleichgewicht 

7 
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des starren Stabes bezogen, gefunden. Dieselben drei Gleichungen 
dienen auch zur Bestimmung von $ß", ö", £', indem sie im § 5 sowohl 
das Gleichungssyßtem (40.) als auch das Gleich ungssystem (39.) lieferten, 
von denen bisher nur das erstere benutzt worden ist Der in (39.) vor- 
kommende Ausdruck 



drv , 
dz 






hat, abgesehen von dem Summandus positiver Ordnung (a — 2&)?p, 
den Werth 

aft' — E(Wx + &'&)+ — # 



(> + ?f¥ 



b ) 12 V E ) 8 > A 

wie die Vergleichung der Formel (20.) mit der am Eingang des § 12 
erwähnten Formel für Z % zeigt. Aus der ersten der Gleichungen (39.) 
des § 5 ergiebt sich daher im vorliegenden Falle 



//Ja* — *(TC*+D7§0 + ^ß*\*dxdy 



+ 



rr\(* , 2l\c* (< , 1b\x , *+y*\F l !x*+G"xy ^ ^ 

wo die Integrationen über den Querschnitt des Stabes auszudehnen 
sind. Auf beiden Seiten dieser Gleichung stehen ausschliesslich Tenne 

der 3ten Ordnung; der oben genannte Summandus tp von — -+- — 

dx dy 

kommt hier nicht in Betracht, da er zu dem Doppelintegral nur Bei- 
träge 4ter oder höherer Ordnung liefern würde. Nun ist nach (5.) und 
(6.) des § 1 

J % J % xdxdy = 0, ffxydxdy = Q-, 

also hat von den drei Unbekannten St', ?ß", &", die (als Functionen von 
z allein) vor die Integralzeichen treten, nur $ß" einen von Null ver- 
schiedenen Factor. Man findet auf diese Weise zunächst: 

AOft = ™ff*x dxdy-F 3 

Von dem Integral 

JJ& x dx dy =Jr 2 drJ $ cos sds 

—n 

bleibt nach Substitution des Werthes (19.) nur das eine, zu n = 1 

gehörige Glied 
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?i±lif € r*drf t cotfsds = ^ « + y/) 
c — n 4 

übrig, wie aus einem bekannten Satze folgt. Ferner ist: 

JJx*dxdy — A — ijrc 4 , 

SJ ( x * + y 2 ) x 2 dxdy = torc 8 , 

während das Integral ff{pP + y 2 ) zydxdy wegen der Symmetrie der 
Querschnittfigur verschwindet. Daher erhält man: 

Aus der zweiten Gleichung (39.) des § 5 leitet man durch analoge Rech- 
nungen den Werth von Q" ab; die dritte, bei der von der Summe <P 
nur das Anfangsglied übrig bleibt, bestimmt die Function Ä'. Es er- 
geben sich auf diese Weise die Werthe 

U„_ 2 < + r! , * (\ , 2 b\r; f 9 

** E x c "*" 6 V* ^ &/ Ä AE } 



(21.) 






AE 9 






welche in die Gleichung (20.) zu substituiren sind. 

Die Functionen Sßi, £t b 5t werden aus den Ausdrücken (21.) durch 
unbestimmte Integration erhalten, da 

<fc» — *»» dz 2 — U| ' <fc — * 

gesetzt worden ist. Die willkürlichen Integrationsconstanten können 
hierbei wiederum weggelassen werden. Denn aus den Gleichungen 
(38.) in § 4 und (46.) in § 6 geht hervor, dass die Grössen Sßi und Di 
(die nach (35.) die Bestandteile — lter Ordnung von ?ß und 0, angeben) 
in den Formeln der Verschiebungen £, tj, £ nur in der Verbindung 

,_fc ,-D,, e — (f , + £,) 

vorkommen. Fügt man also zu % und Di Ausdrücke a +bz und 
b — cu hinzu, so vermehren sich g, 97, £ nur um die Summanden 

S = Oo + bz, *? = &<> — <**> 5 = — bs + ay, 
die in den Werthen (11.) der Einleitung enthalten sind und daher 
nicht besonders erwähnt zu werden brauchen. Dasselbe gilt von der 
willkürlichen Constante, welche (nach (1.) in § 9) bei der Integration 
von Ä' zu der Verschiebung £ hinzutritt 

Durch Einsetzen der Werthe (2J.) von ^, D'/, Ä' erhält man 

7* 
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aus (20.) die schliessliche Gleichung für (Z M ). Indem man zur Abkür- 
zung durch #t die von n = 2 an genommene Summe 

(22.) *, — ^ ( - )" |(ai + Yn) cos ns + (ft — & n ) sin m \ 



bezeichnet und die Gleichungen 

F—Fi+F^ + Fi, G= G { + G 2 + G 3 , h — h x + A* 
berücksichtigt, ergiebt sich für die Gomponente Z, in der gesuchten 
Annäherung der Ausdruck 



(23.) (£)-{ ^ C * 



i-(' + i)rr-0 






welcher sämratliche Terme der Ordnungen — 2, — 1 und 
umfasst. 

Unter den in (23.) vorkommenden Summanden unterscheidet sich 
der mit $ { multiplicirte wesentlich von den übrigen. Betrachtet man 
irgend einen zur Stabachse senkrechten Querschnitt, so stellen (nach 
§ 1) die Grössen F y G, h Summen von Drehungsraomenten, respective 
von Componenten dar, welche sich über den ganzen Stabtheil von 
jenem Querschnitt bis zum Ende z = / erstrecken. Dagegen hängt 
$t ausschliesslich von denjenigen Kräften ab, welche am Rande des 
betrachteten Querschnitts wirken. Denn die in der Summe (22.) 
enthaltenen Grössen ai, /%, /J,, & n sind nach (18.) die Goefficienten 
der Entwicklungen von R und S in Bezug auf die Variable $, so dass 
dieselben für einen bestimmten Werth von z nur von den zu diesem 
z gehörigen Werthen der Componenten R und S abhängen. Schneidet 
man also durch irgend zwei benachbarte, zur Stabachse senkrechte 
Ebenen eine unendlich dünne Scheibe aus, so erfährt dieselbe einmal 
durch die unmittelbare Einwirkung der an ihrem Rande angebrachten 
äusseren Kräfte gewisse Verzerrungen; diesen entspricht der Term 

2E 

*i in (23.). Sodann dient die kleine Scheibe zur Uebertragung 

sämmtlicher zwischen ihr und dem Stabende angebrachten Kräfte; letz- 
terer Vorgang, der von der Gesammtbiegung, dem Gesammtauszug ete. 
des Stabes abhängt, liefert zu (23.) die mit F, G, h, F[' } G{* multiplicirten 
Glieder. Sind am Rande irgend eines zur Stabachse senkrechten Quer- 
schnittes keine äusseren Druckkräfte vorhanden, so ist <ß t für 
alle Punkte des Querschnittes gleich Null. 

Die Terme — - + — von (23.) entsprechen genau dem in 

§ 5 abgeleiteten angenäherten Werthe (42.) von Z M 
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Nur treten in (23.) die vollständigen resultirenden Drehungsmomente 
F, G und die vollständige Componentensumme h an Stelle der 
Grössen F x + F 2} G x + G 2l h u welche die beträchlichsten Bestand- 
teile von F, G 7 h angeben. — Der letzte Summandus der rechten 
Seite von (23.) 

_/\ 4. ^\ (* + y*—£\ F < x + G "y 

V E)\ 2 3/ AA ' 

welcher, ebenso wie <& { nur der Ordnung angehört, ist aus ver- 
schiedenartigen Einflüssen entstanden; die Gleichungen (16.), (20.), (21.) 
zeigen, dass mehrere der im Vorhergehenden auftretenden Functionen 
zu demselben beigetragen haben. Man bemerke, dass die im genann- 
ten Term vorkommende Function 3ten Grades der Coordinaten x und y 

2b\ x* + y* F{x+ G\y 



( 



1 + 



E 2 4A 



zum geringeren Theil von - — h — , hauptsächlich aber, wie sich aus 

dem Vorzeichen ergiebt, von der in w enthaltenen Function 3ten 
Grades 

*' 2 + y* \äF x x} äG i 
4AE I dz T dz y 
herrührt Durch diesen Bestandtheil von w geht, nach § 9, wenn von 
den übrigen Verschiebungen abgesehen wird, ein beliebiger Querschnitt 
z = z der Anfangslage in eine Fläche 3<*n Grades über, deren Para- 
meter die Grössen — ±- und -P- sind. Man sieht leicht, dass durch die 

dz dz ' 

Veränderlichkeit der Parameter -~-, — ~ bei dem Uebergang von 

dz dz 

einem Querschnitt zum benachbarten sich gewisse Dilatationen oder 

Compreasionen in der Richtung der z- Achse ergeben, welche einen 

Beitrag zu der Kraft Z t liefern. Nur da, wo die zweiten Differential- 

(Pf (Pg 

quotienten -— *- und ~ gleich Null, also jene Flächen 3ten Grades 

für benachbarte Querschnitte congruent sind, fallt der in Rede stehende 
Term des Ausdrucks (23.) fort. 

£8 wurde oben gezeigt, dass wenn am Rande irgend eines zur 
z- Achse senkrechten Querschnitts keine äusseren Kräfte angebracht 
sind, die Function # t für die Puukte des Querschnitts verschwin- 
det. In diesem Fall sind auch die Grössen -~ und — ^f- für den be- 

dz l dz 1 

treffenden Werth von z gleich Null. Nach § 1 sind die Differential- 
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quotienten -~-, — - mit den in (8.) definirten Integralen f u g { iden- 
tisch und stellen daher die Summen der zur x-, respective y- Achse 
parallelen Componenten aller Kräfte dar, die an der Mantelfläche 
zwischen dem Querschnitt j = z und dem Stabende j = / wirken. Man 
nehme nun an, dass zwischen zwei Querschnitten ) — Zi und j = zj 
keine äusseren Druckkräfte vorhanden sind; dann erfahren die Functionen 
/i und g { auf diesem Abschnitt des Stabes beim Wachsen von z keine 
Incremente, d. h. es bestehen für z t < z < z 2 die Gleichungen 

l Vi _ -. _ <Mi _ o 

^ = & = ^ gl = o. 

dz dz 2 

Hieraus folgt, dass für die Punkte eines zur Stabachse senkrechten 
Querschnitts, an dessen Bande keine äusseren Druckkräfte 
wirken, der in (23.) angegebene Werth der Gomponente Z, sich auf 
den nach x und y linearen Ausdruck 

Fx+Gy h 
Ä~ + C 
reduoirt, welcher dem in erster Annäherung geltenden Werth von 
Z M (§ 5) analog gebildet ist 



§ 14. Die resultirende Druckkraft für das bot z- Achse 

senkrechte Fläohenelement. 

Die Kraft Z M nimmt unter den 6 inneren Druckkräften die gross- 
ten Werthe an, da sie allein die Ordnung — 2 erreicht In dem Aus- 
druck für die resultirende Kraft, welche auf ein zur z- Achse senk- 
rechtes Flächenelement wirkt, 

\/X\ + Y\ + Z\ } 

dürfen indessen bei der hier durchgeführten Annäherung die Summan- 
den X\ und Y\ nicht neben Z\ vernachlässigt werden (im Gegensatz 
zu den Rechnungen des § 5). Denn die Anfangsglieder von X\ und 
Y\ haben die Ordnung — 2; und da die Gleichung (23.) für Z\ einen 
Ausdruck ergiebt, in welchem die Tenne der Ordnungen — 4, — 3, 
— 2 (nicht mehr die der Ordnung — 1) genau sind, so hat man in 
dem obigen Radicandus jetzt die Bestandteile — l ter Ordnung von 
X % und Y % zu berücksichtigen, um die Glieder der 3 beträchtlichsten 
Ordnungen vollständig zu erhalten. 

Nach der Gleichung (52.) des § 6 werden die Glieder — lter Ord- 
nung von X %1 Y % durch 
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dargestellt Die Bestandteile Oter Ordnung von X z1 Y ZJ 

ergeben sich, wenn man die Function 2B 2 aus der Differentialgleichung 
(48.) und der Oberflächenbedingung (54.) des § 6 berechnet. Diese 
Bestimmung von 2B 2 bat bei dem vorliegenden Problem des kreisförmigen 
Querschnitts keine Schwierigkeiten, da die partikulären Integrale sich 
wiederum aus Potenzen von r und den trigonometrischen Functionen 
von s zusammensetzen. Indessen soll hier nicht näher darauf einge- 
gangen, sondern die Rechnung auf die Behandlung des Ausdrucks 

]/ X] + F 2 t + Z\ beschränkt werden, welcher den für die Anwendung 
hauptsächlich wichtigen Werth der Maximal- Druckkraft liefert Eben- 
so werden auch die Bestandteile Oter Ordnung von X x , F„ X 9} die 
in Folge der Ermittlung der Werthe von 933,, p, o vollständig bekannt 
sind, nicht in Ausführlichkeit angegeben werden. 

Durch Substitution des Werthes (1.) für 2ßx und der Werthe (50.) 
in § 6 für L i7 M Y erhält man für die Bestandteile — lter Ordnung 
von X t} F g} die durch (X g ), (F g ) bezeichnet werden mögen, die Glei- 
chungen: 

-ö('-i)*--*- 



(24.) 



dz 






Es kommt hierin die bisher noch unbekannte, von z allein abhängige 
Function 2^ vor. Der Werth derselben ergiebt sich aus der 3ten Glei- 
chung (11.) des § 1, 

ff(xF g —yX g ) dxdy — H, 
die sich auf das Moment der Drehung um die Cylinderachse bezieht 
Indem man in letzterer Gleichung die Terme 2ter Ordnung links und 
rechts einander gleichsetzt, gelangt man zu der Relation 

ff\*(r.)-yW \dxdy = H u 
in welche die Werthe (24.) für (X,) und (F g ) einzusetzen ist In den 
Produkten x(F g ) und y(X g ) sind aber säramtliche Summanden durch 
ungrade Potenzen von x oder y multiplicirt, mit Ausnahme der von 
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Xi abhängigen. Bei der Integration über den kreisförmigen Querschnitt 
bleiben daher letztere allein übrig, und da 

Jjx 2 dxdy = JJy* dxdy = A= Ine* 
ist, so folgt aus der obigen Gleichung der Ausdruck: 

<*•> £ -£r 

Wenn man, um Xi zu erhalten, die Gleichung (25.) unbestimmt inte- 
grirt, so kann, analog zu dem Früheren, die Integrationsconstante fort- 
gelassen werden, weil die von derselben abhängigen Tenne der Ver- 
schiebungen £ und 7/ (Gleichungen (38.) in § 4), 

£ = — cy, ti = cx, 
zu den in (11.) der Einleitung erwähnten Ausdrücken gehören. 

Die Formeln (23.) und (24.) lassen sich mit Hülfe der Supcr- 
position vereinfachen. Da die gegebenen Oberflächeukräfte in sämmt- 
lichen Gleichungen nur linear vorkommen, so kann man die Betrach- 
tung auf die Fälle reduciren, wo ausschliesslich je eine dieser Kräfte 
von Null verschieden ist. Es soll hier zunächst die Voraussetzung ge- 
macht werden, dass X = Z = 0, aber die Vertikalkraft Y von 
Null verschieden ist, so dass man eine Biegung des Stabes in 
der yz-Ebene erhält Dann ist auch F = h\ = h = 0, und es folgen 
aus (23.), (24.), (25.) die Gleichungen: 



(26.) 






In dem Fall, dass Y = Z = 0, und X von Null verschieden ist, lauten 
die Formeln genau analog, da dieselben alsdann die Biegung des 
Stabes in der xz -Ebene angeben. Ist endlich X= Y — 0, und Z von 
Null verschieden, so bleibt ausser einer Biegung von untergeordneter 
Art nur der (positive oder negative) Auszug des Stabes übrig. 

Der geometrische Ort derjenigen Punkte, für welche die Coropo- 
nente Z % gleich Null ist, wird bei der Stabbiegung als „neutrale Schicht" 
bezeichnet. Nach den Formeln (26.) gehören sämmtliche Punkte 
der Cylinderachse zur neutralen Schicht. Denn für dieselben 
ist x = y = r = 0, und daher nach (22.) auch *, = 0. Bei Betrach- 
tung der einzelnen, zur z- Achse senkrechten Querschnitte hat man 
wiederum zu unterscheiden, ob an ihrem Bande äussere Kräfte vor- 
handen sind, oder nicht. Im letzteren Falle schneiden sich die neu- 
trale Schicht und der betreffende Querschnitt in der Geraden y = ö, 
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Qu 

da der Werth (26.) der Componente Z t sich dann auf reducirt (§ 13). 

Wirken dagegen äussere Druckkräfte auf den Rand eines zur z- Achse 
senkrechten Querschnitts, so bilden, weil <P { von Null verschieden ist, 
die in demselben liegenden Punkte der neutralen Schicht im All- 
gemeinen eine gekrümmte Linie. 

Die Tangentialkräfte X, und Y» enthalten nach (26.) je ein mit 
dG 



- und ein mit B x multiplicirtes Glied. Der von —- abhängige 



Bestandtheil der Horizontalkraft X t zeigt in Bezug auf das Vorzeichen 
ein wesentlich anderes Verhalten, als der von derselben Grösse ab- 
hängige Bestandtheil der Vertikalkraft Y g . Denn während ersterer 
zugleich mit x und mit y das Zeichen wechselt, behält letzterer, da 
r^c und b < E ist, innerhalb je eines zur z-Achse senkrechten Quer- 
schnitts stets das gleiche Vorzeichen bei, nämlich das der Function 

dG 

~-f- 7 = ff\* In (26.) werden sämmtliche äusseren Kräfte als vertikal 

vorausgesetzt, und die Function g t stellt die Resultante dar, welche der 
betrachtete Querschnitt von dem einen Tlieil des Stabes auf den anderen 
zu übertragen hat Die obige Eigenschaft von Y s bedeutet daher, dass 
alle Elemente der Querschnittfläche an der Uebertragung dieser Re- 
sultante in demselben Sinne mitwirken. Die Grösse der zugehörigen 
Tangentialkraft ist jedoch bei den einzelnen Flächenelementen ver- 
schieden. Vergleicht man die Punkte, die zu je einem Kreise r = Const. 
gehören, mit einander, so nimmt der genannte Bestandtheil von F t 
seinen grössten Werth für die Endpunkte des horizontalen Durchmessers 
an. Den Werth Null hat derselbe nur im obersten und im untersten 
Punkte des Querschnitts, woa; = Ü,r=c ist. — Die Grösse H± giebt das 
Torsionsmoment der an der Mantelfläche des Stabes angebrachten Kräfte 

an. Vereinigt man die von H { abhängigen Bestandteile der Coraponenten 

H r 
X z und Y z zu einer Resultante, so ist nach (26.) letztere gleich ~r f 

also gleich einer linearen Function des Radius vector r, die für r = 
verschwindet. 

Was die Frage des Maximums der resultirenden Druckkraft 

\/X] + Y' x g + Z\ anbelangt, so ist zu beachten, dass in dem angenäherten 

Werthe (26.) der Componente Z z der Terra J alle Bestandteile — 2ter 
und — lter Ordnung enthält; denn die Summanden 

E x ' \ ^ E ) \ 2 ZJ AA 

haben die Ordnung U. Also hängen in dem Trinom 

*? + !■» + Z\ 
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nach Substitution der Ausdrücke (26.) die Glieder — 4ter und — 3ter 

Gu 

Ordnung ausschliesslich von -~ ab. Der letztere Term nimmt aber 

innerhalb eines zur z-Achse senkrechten Querschnitts seinen grtissten 
absoluten Werth für y = ± c an, d. h. an dem obersten, respective 
dem untersten Punkt des Querschnitts. Dieser Werth y = ± c ist 

daher auch für das Maximum von ]/ X\ + Y\ + Z* g zunächst mass- 
gebend; auf eine genauere Bestimmung der Maximal- Druckkraft soll 
hier verzichtet werden. 

Setzt man den Werth y = ± c, für den x = ist, in die Formeln 
(26.) ein, so erhält man für die Tangentialkräfte die Ausdrücke: 

Wenn also H x = ist, d.h. keine Torsion Statt findet, so liefern 
die Tangentialkräfte X ZJ V z keinen Beitrag zu der in Rede 
stehenden Maximalspannung, die dann mit [ZJ identisch wird. 

Aus der ersten Gleichung (26.) ergiebt sich ferner, wenn man 
A = ijtc A berücksichtigt, für y = ± c der Werth 

(27.) [H=±c=±T + ^* iq= ( 1+ xJ6^- 
Für y — J: c wird der Leitstrahl r gleich c, uud der Winkel s gleich 
±•5% Setzt man diese Argumente in den Ausdruck (22.) von <ß t ein 
so findet man f ür y = + c 

w == O D 

m= 1 

und für y ■— — c 

m =1 
welche Werth e in die Gleichung (27.) zu substituiren sind. Der Aus- 
druck (27.) ist eine Function von z. Indem man das Maximum der- 
selben aufsucht, erhält man den am Stabe überhaupt vorkommenden 
Maximal werth von Z % . 
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§ 15. Die Bedingungen in Betreff der Coefficienten 

«1» ß\* 7l» ^0» ^f 

Bei Bestimmung der Grössen 91«, 33», ©», £>„ im § 11 ergaben 
8i ch gleichzeitig für die Coefficienten a u ß u /,, d , ö u die in den Entwick- 
lungen (12.) der Functionep SR und © enthalten sind, die Bedingungen (15.) 

«i—7i = 0, ^+^=0, d = 0. 

Es soll nun der Nachweis geführt werden, dass in Folge der Definition 
jener Coefficienten den Gleichungen (15.) stets genügt ist Nach § 12 ist 

«i-ri - <-/, + <-rT - <-/. +t 5 1 
A + rfi = fi + <n +ft + <$'/ = fi +tf' t +£ -], 



4 ^ 



rf;+^=*o+x^- 



Die Werthe a\, ßf tf / lf (F , d',, welche nach (18.) Coefficienten der 
Fourier' sehen Reihen für R und S darstellen, sind gleich den Integralen 

1 pft 1 /»w 

o 1 , = — J R coasds, ft t=—J R sin sds } 

3t — n & — n 

1 r n *, 1 r n 

y , l — '—J S%msds } o*! = — y Scossek, 

* — ä x — n 

1 /•* 
# = ±f Sds. 

■* — » 

Nach Berücksichtigung von (6.), (7.), (25.) in §§ 9 und 14 erhält man 
hieraus die Gleichungen 

1 /•* . , 1 tPFi 

*° = ^zr ! f °° 8 s ~ ä sin *• * + s? S- 

Nach § 1 besteht aber, wenn für das Bogenelement Jd der beim Kreis- 
cylinder anzuwendende Werth eds gesetzt wird, die Beziehung 



— n 



dz 
dG l 
dz x —n 



= ffi~ cf dl f K Y (j) ds, 



woraus 
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-J* = - c l n Äds > ■d* == - c l n ldt 

folgt Also ist in der That immer 

«i — 7t =0, 0, + <f,=0. 
FUr die Grösse H u welche in (13.), § 1, als das Integral 

Z 

definirt wurde, ergiebt sich, da 

rfd = cds } x = ccoss, y = csin* 
ist, der Ausdruck 

H v = c^fdif 1 J }\i) cos s — X(i) sin s\ ds. 

z — n 

Der Differentialquotient dieses Integrals 

-j-^ — — c 2 J\Vgobs — Xüins\ds 

verificirt die dritte Gleichung (15.). 



§ 16. Beispiel des auf hoher Kante gleiohmässig belasteten Stabes. 

Die in diesem Abschnitt abgeleiteten Formeln sollen auf ein ein- 
faches Beispiel angewendet werden. Man nehme den Fall, dass der 
cylindrische Stab in seiner ganzen Länge (von z = — / bis z = +1) 
durch eine vertikale constante Kraft, die auf seine hohe Kante wirkt, 
in Anspruch genommen sei. Die Unterstützung erfolge in der Um- 
gebung des zu z = ü gehöiigen Punktes der unteren Kante; die Stab- 
enden seien frei. Man setzt X = Z — 0. Die Componenfe Y wird auf 

den die Kante s = — einschliessenden Theilen der Mantelfläche als 

2 

von Null verschieden angenommen; es sei 

Y = —k ftir ~ — t<s<~ + t, 

wo k eine positive Constante bezeichnet. Im Uebrigen sei Y gleich 
Null, mit Ausnahme des unterstützten Theils der Staboberfläche. Die 
Unterstützung möge auf der Strecke von z = — 1 { bis z = + i x und 

zwischen s = — -=- — r und s = — — + r geschehen ; also man setzt 

j — / 1 <z</ 1 , 
r-* 1 ftr|_»_ r<f< _| + Tf 

wo k t constant ist. Die Grösse l { denke man sich klein im Vergleich 
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zu /, sowie r klein im Vergleich zu x. Der Werth der Kraft k { er- 
giebt sich aus der Bedingung, dass dieselbe der Belastung der oberen 
Kante und der Schwere des Stabes das Gleichgewicht hält. Da k und 
k x auf Flächen von dem respectiven Inhalt Acrl und \crl v wirken, 
und die Masse des Stabes gleich IxcHD ist, so besteht die Gleichung 

ictlykt = Icrlk + 2xcVDr 

oder: 



w *-i|*+tf}- 



In den Ausdrucken f, F, A, H werden sämmtliche Summanden gleich 
Null; es findet daher nur eine Biegung in der yz-Ebene Statt. 

Es sollen zunächst diejenigen zur z- Achse senkrechten Querschnitte 
behandelt werden, welche die unterstützte Stelle der Oberfläche nicht 
schneiden, d. h. es wird — / <z < — l x oder l x <z < / vorausgesetzt. 
Dann reduciren sich die Coefficienten ai, &, /i, tfi der Fourier'schen 
Reihen (18.), für welche die Werthe 

1 /»** 1 {*?* . 

ai = —J Rcosnsds, ß*n = —J R sin nsds, 
x — n x — n 

1 r™ . » 1 p™ 

y' n = —J Ssmnsds, v n = —J Scosnsds 

n — Tt x — n 

bekannt sind, nach Berücksichtigung der Gleichungen (7.) 

R = Y sin s } S = Y cos s, 
auf die Integrale: 



k r i k c 1 

«i = / cos ns sin sds, ß' n = / sinw£sin$e&, 

2 2 

71 + r /** + r 

ri = / sinrwcossds, rfi = / cosnscossds. 

n -x n -x 

2 2 

3t 

Man setze hierin s = — + *', wodurch die Beziehungen 

cos 5 = — sin ^, sin $ = cos s', 

/tut \ . (rat \ 

cos TW = cos I . + ns ' 1, sin rw = sin I -^- + rw' J 

erhalten werden, und die Integralgrenzen in — r und +t übergehen. 
Ist n gerade, = 2m, so hat man: 
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cos 2ms = cos (mit + Ims*) = ( — 1)"» cos 1ms', 
sin 2ms = sin {m± + 2ms') = ( — l) m sin 2m*'. 
Die Produkte cos 2ms' sin s' und sin 2ms' cos s* sind ungerade Func- 
tionen von s' J so dass ihre zwischen — r und -f- * genommenen Integrale 
verschwinden, mithin 

Dagegen findet man 

v *r iw^i ( 8in(2m+l)r sin(2m— 1 )tj 

Ist n ungerade, = 2m + l , so führen die Gleichungen 

cos (2m + 1) s = (— l) m + 1 sin (2m + 1) s' 9 
sin (2m + 1) * = (— l) m cos (2m + 1) *' 

zu den Werthen: 

«im+i = yim+i = 0, 

Indem man in den Ausdruck (22.) von 4» t diese Werthe der Coef- 
ficienten substituirt und die Gleichungen 
cos 2ms = ( — l) m cos 2m$', sin (2m + 1) s = (— l) m cos (2m + 1) s' 

anwendet, gewinnt man für <P t die Gleichung 

(29.) *.=-^2(7J n+1 "»«> 

» = 2 N ' 

woselbst s' — s — ■=■ gesetzt ist In (29.) ist — / < z < — / t oder 

/ t < z < / vorausgesetzt. 

Bei den Querschnitten, welche durch die Unterstützungsstelle 
hindurchgehen, also für — / t < z < I i9 haben die Coefficienten a*„ &, 
/i, & n andere Werthe, da zu den obigen Ausdrücken noch die Integrale 

~ # cos nfSiDj^, ~ # sm ns sm s efr, 

2 2 

— -+T — n +t 

*i /" 2 ** /* 2 

~# sinrwcossds, — # cosnscossefr 

2 2 
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hinzutreten. Transformirt man die letzteren Integrale durch die Sub- 
stitution s = — s", so unterscheiden sich dieselben von den früher er- 
haltenen Werthen a' nj ß' n , y' u , & n nur dadurch, dass k { an Stelle von 
k steht, und das Vorzeichen bei ß'„ und & n das entgegengesetzte ist. 
In Folge dessen lautet der Ausdruck von #j für — I t < z < l t : 



(30.) * 



n 



* + <-**) föT^ 



i)* 



cos ns*. 



Die Grösse s' bedeutet, wie in (29.), die Differenz s — y. 

Für die Functionen G u G % , G z erhält man nach (12.), (13.), (14.) 
des § 1 bei dem vorliegenden Beispiel, wenn l t < z ist, die Werthe 

l - + T 

Ö — *)<** / ^ = C/rr(/— Z)*, 

2 TT 

— — T 

2 

G 2 = tCDr (l — z?, ö s = 0, 
folglich, da (7 = jrc 2 ist, 



(31.) 



G'< = gi=2<*T. 



Man bemerke, dass wegen der Symmetrie des Vorganges die Be- 
trachtung auf die Seite der positiven z beschränkt werden kann. An 
dem unterstützten Theil des Stabes ist für G statt des Ausdrucks (31.) 
der folgende 

G = Lkr + ^^{l — zf — ck v z{h— zf 

anzuwenden, der nach Substitution des Werthes (28.) von k v in 

jic*Dr\ 



oder 



\^ + ^\\o-,y-'(i-,f\ 



( 



ckx + 



jtc 2 D 



->-'■>('-?) 



Obergeht. Der Bestandteil beträchtlichster Ordnung ist hierin 

Gi — ckT(l—k)(l — j). 
Auf diese Weise ergeben sich für < z <. k die Gleichungen: 



(32.) 



_*— >c*ß-i) 
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Aus (31.) und (32.) folgt, dass die Function G ihren grössten Werth 
für z = annimmt ; denn sowohl in dem Intervall / t < z < / als in 
dem Intervall < z < / t ist G eine Function, die mit abnehmendem 
z wächst. 

Der Ausdruck der Gomponente Z t wird erhalten, wenn man in 
die Gleichung (23.) die Werthe (29.) und (31.), falls l { < z < / ist, und 
die Werthe (30.) und (32.), falls < z < h ist, sowie 

F = f; = h = 

substituirt Für ein negatives z hat Z t denselben Werth als ftir das 
entsprechende positive z. 

Es soll auf die Werthe (27.) , welche Z t flir y = ± c annimmt, 
hier etwas näher eingegangen werden. Zu y = -f- c gehören die Argu- 
mente r = c, s = -yj also s' = 0, so dass nach (29.) die Function 
{ für y = c, k < z < / gleich dem Ausdruck 

- 2k ^1°° sin (w + 1) r 



jt Ad n -f- 1 

» = 2 

wird. Bekanntlich besteht aber für < r < jr die Gleichung: 

sinr , sin 2t , sin 3r , . . * x — t 
H k 1 ö h . • iu inf. = — s — , 



1 ' 2 ' 3 

folglich ist 

n = oo 

2 



sin (n + 1) r jr — r . sin 2r 

v — j _ — = gm T . _ 



n+ 1 2 2 

n= 2 

Die Grösse r setzt man als hinreichend klein voraus, um sinr und 
sin 2t mit t und 2t identificiren zu können ; dann ist die rechte Seite 

der letzten Gleichung = — ^ — , und man findet: 



*--*(-£> 



Ist y = — c 7 so hat mau r = c, $ = — -r-, daher 5'= — jr, cosn*'= 
( — 1)* zu nehmen, wodurch die Gleichung (29.) in 

1 jt ^d v ' n+1 



n-2 + 

n = 2 

übergeht. Aus der für — jt < t < ^r geltenden Entwicklung 

r . sin 2t , sin 3t . . - 

- = gm t — h — . . in mf. 

folgt die Gleichung 
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n ^T°, .\«8in(w + 1)t t , sin 2r 

^ v ' w+ 1 2 2 ' 

n = 2 

deren rechte Seite sich wegen der vorausgesetzten Kleinheit von r anf 
ä- reducirt Daher ist jetzt: 

*i = — — • 

Indem man sodann für G und G" die Werthe (31.) und für A den 
Werth — einsetzt, erhält man aus (27.) die Gleichungen 



(33.) 






die für /, < z < / gelten , und in denen zur Abkürzung durch Q der 
Ausdruck 

(34.) ß=(4^ + ^r)^-(l + §)g 

bezeichnet ist Die Grösse Q ist positiv, da die Summanden — 2ter 
und — iter Ordnung 

jtc 2 n& 

1 + — J ^- und die Tenne 

2Ek f 5r\ 2^At 

Ei \ Jt ) E\jt 

sind von der Ordnung 0. In Folge dessen ist [Z t ] positiv, und 

[ZJ negativ, d. h. es findet an der oberen Seite des Stabes ein 

Auszug der Längsfasern, an der unteren eine Gompression statt Die 
Frage, ob der absolute Werth, den die Gomponente Z % erreicht, auf 
der oberen oder auf der unteren Seite grösser ist, wird für das Inter- 
vall l t < z < / durch die Gleichungen (33.) dahin entschieden , dass 
der grössere Werth von Z z zu y = — c, also zu der Seite der 
Compression, gehört Denn in der ersten Gleichung (33.) hat der 
zu Q hinzutretende Summandus das entgegengesetzte, in der zweiten 
das gleiche Vorzeichen. 

Wie im § 13 ausgeführt wurde, stellt in der Formel der Com- 

2.£? 
ponente Z z der Term — <&i die direkte Einwirkung derjenigen Kräfte 

dar, die am Rande des betreffenden, zur 2 -Achse senkrechten Quer- 
schnitts angebracht sind« Bei dem vorliegenden Beispiel ist für 

8 
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/j < z < / nur eine Belastung längs • der oberen Kante vorhanden« Der 

Beitrag, welchen die direkte Einwirkung dieser Belastung zu Z z liefert, 

2p 
ist sowohl für y = c als für y = — c negativ, da für — fy die re- 

spectiven Ausdrücke 

2Ekr 



-f (-i). - 



E\ic 



2E 

gefunden worden sind. Der absolute Werth von — <P X ist jedoch für 

y = c erheblich grösser als für y = — c; denn nach der Voraussetzung 

ist der Quotient — klein neben der Einheit Dies zeigt, dass die Ränd- 
er 

kräfte auf diejenige Seite des Stabes, an der sie angebracht sind, 

eine weit beträchtlichere Einwirkung ausüben, als auf die gegen- 

2E 
überliegende. Aus dem Umstand, dass der obige Ausdruck von ~ ^ 

für y = c den absoluten Werth von Z t verkleinert, geht hervor, dass 
die Bandkräfte in dem Intervall / t < z < /, wo sie ausschliesslich die 
dilatirte Seite des Stabes angreifen, den Einfluss haben, die Angriffs- 
stelle gewisse rmaesen zu schützen, indem sie den ausdehnenden 
Kräften daselbst entgegenwirken. Auf der gegenüberliegenden Seite 
(für y -= — c) rührt, wie erwähnt, von den bei y = + c angebrachten 
Kräften eine geringe Vermehrung der Gompression her. Die Con- 
stante k wird hier als positiv vorausgesetzt, so dass die Oberflächen- 
kräfte nach dem Innern des Stabes zu gerichtet sind. Nimmt man k 

2E 
negativ, so wechseln sowohl Q als die Terme — # t ihr Vorzeichen. 

Ei 

Folglich ist wiederum in dem Intervall l x <z < / der absolute Werth 
von Z t für y = — c grösser als für y = -f-c. Indessen liegt der Punkt 
y = — c dann auf der Seite der Dilatation, da die Krümmung des 
Stabes die entgegengesetzte geworden ist Es dienen also auch in 
diesem Fall die (von innen nach aussen gerichteten) Randkräfte ihren 
Angriffspunkten zum Schutz; jedoch geschieht es dadurch, dass sie der 
Gompression entgegenwirken. 

An der unterstützten Stelle des Stabes, für — h<z<lu hat 
die Function & lt wenn y = c, also r = c, s' = gesetzt wird, nach 
(30.) den Werth 

- ^k n ^° sin (n + 1) t 2k { % ^ / i N<t sin (n + 1) t 

Vi ~ Jt 2d n+\ Jt 2/ } n + 1 ' 

n = 2 

welcher in Folge der oben abgeleiteten angenäherten Gleichungen 
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n = qo 



^ 8in(n + 1)t = x — 5t ^ri/ 1V , sin (n + 1) r £ 
^ n + 1 2 ' .£/ J n + 1 = T 

* = 2 

in 

# — *(* — 5^ + *^ 
1 x 

übergeht. Für das Argument j/« — c } wo r — c, s' = — x ist, 
ergiebt sich aus (30.) 

<r> = _ 2 /v°°U n« sip (n + 1) t M^y sin (n + 1) r 

1 x^*^ ; n-f-1 jr Jd n+1 

n=2 »=2 

oder 

A-j {x — 5t) + kr 

X 

Nach Substitution dieser Werthe von # t , sowie der Werthe (32.) von 
ff und 6" erhält man aus (27.) die im Intervall — /, < z < / t be- 
stehenden Gleichungen 

2# * (x — 5t) + k v x 



*i 



(35.) 



l[H----ift+^ lkC '"r )+ n - 

in denen Q t die Function 

(36.) Ql - £* (4*r + WD (l-£) + (l + $) ß-l)£ 

bedeutet 

Da sowohl Qi als die Ausdrücke 

2E k(x — brj + kjT 2E ^(jr — 5t) + kr 
E\ x Ei x 

positiv sind, so ist der absolute Werth von [Z t ] auch hier grösser 

als der von [Z t ] . Für den unterstützten Theil des Stabes gilt 

folglich derselbe Satz, der oben für z>A, respective z< — / lf er- 
halten wurde, dass nämlich innerhalb je eines zur z- Achse senkrechten 
Querschnitts das Maximum des absoluten Werthes von Z g an der 
unteren Stabkante, also auf der Seite der Compression liegt. 
Während indessen der unmittelbare Einfluss, den die an der oberen 
Kante angebrachten Kräfte auf ihre Angriffspunkte ausübten, darin 
bestand, die Gomponente Z t zu verkleinern, bewirken die von der 
Unterstützimg herrührenden Randkräfte bei ihren Angriffspunkten 
eine Vergrösserung des absoluten Werthes von Z t . Denn in der 
zweiten Gleichung (35.) ist der von k { abhängige Term des Ausdrucks 

8* 
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— #! negativ, nämlich — — -= — ^ *, so dass derselbe gleiches 

Vorzeichen mit dem ersten Summandus — Q i hat In der That macht 
man sich leicht klar, dass weil die Kraft k u ebenso wie k f von aussen 
nach innen gerichtet ist, sie in der Umgebung ihres Angriffspunktes 
eine Gompression hervorrufen muss, durch welche die von der Biegung 
herrührende Compression verstärkt wird. 

Die Function G erreicht, wie im Vorhergehenden gezeigt wurde, 
ihr Maximum für z = 0. Der überhaupt vorkommende grösste absolute 
Werth von Z, gehört folglich (mit dem Grade von Genauigkeit, der 
diesen Rechnungen zu Grunde gelegt ist) zu dem Argument y = — c, 
z = 0. Der Punkt x = 0, y — — c 9 z = ist somit derjenige, an 
welchem im Fall einer zunehmenden Belastung (d. h. Vergrösserung 
von Ar) zuerst die Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze Statt 
findet (die Identität der Elasticitätsgrenze für Druck und für Zug vor- 
ausgesetzt). Die Com ponen ten X, und Y t kommen nach § 14 für die 
Frage der Maximal -Druckkraft nicht in Betracht, da hier JBi = ist; 
die Symmetrie der Belastung schliesst das Vorkommen der Torsion 
aus. Man kann den Ausdrücken (28.) und (36.) von k { und & eine 
etwas andere Form geben, indem man den absoluten Werth der Ge- 
sammtkraft, welche an der oberen Seite des Stabes angebracht ist, 
durch K } und das Gesammtgewicht des Stabes durch P bezeichnet. Es 
sei also 

(37.) \czlk=K, 2xc*Wr=P, 



wodui ch 



(38.) < 



K+P l — 



l — h A z*\ K_( ^Vi — !^ 

c* \ lh ) + ~Hxc V EJ \l { l) 



JCC 

erhalten wird. Dann eigiebt sich aus (35.) für das Argument y = — c, 
2 = 0, welchem das Maximum des absoluten Werthes von Z g entspricht, 
der Ausdruck: 

(39.) [ZJ y= _ c #==o = _j_- + ___ 

_ ~2^~ fe + "6 \ 1 + 'e)\1 1 //(• 

Von demselben hängt im vorliegenden Beispiel die Tragfähigkeit des 

Stabes (oder Balkens) ab. 

Unter den Summanden, welche die rechte Seite von (39.) bilden, 

enthält der erste 

K+P l — l x 

nc c 2 
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alle Bestandtheile der — 2ten und — lten Ordnung (man bemerke, dass 
c in K + P als Factor vorkommt). Die übrigen Tenne von (39.)» 
welche (in Bezug auf c) sämmtlicb die Ordnung haben, sind nach 
der Art, wie sie die Grössen x und l { enthalten, zu classificiren. Ge- 
mäss der Voraussetzung ist r klein gegen jr; ferner stellt l t eine kleine 
Grösse dar, weil A klein im Vergleich zu / sein soll, und / nach § 2 
zur Ordnung der Längeneinheit gehört. Daher ist in dein Ausdruck 
(39.) besonders noch das Glied 

K m) 2E { nc rli 

als beträchtlich hervorzuheben, welches sowohl — als — zum Factor 

r l t 

hat. Von den übrigen Summanden (39.) sind 

bE K+P 1 / 2b\ K 

2£, xcl x 12 \ + EJxclt 
\ 
der Grösse — proportional, während in 

*i 



2xcl \E { 6 V ^ E)\ 



weder — nach ~ als Factor vorkommt. 

Die obigen Werthe zeigen, dass bei dem behandelten Beispiele 
die Tenne öt«r Ordnung von Z z in dem Falle, wo die Angriffsfläche 
der äusseren Kräfte sehr klein wird, einen erheblichen Einfluss 
neben den Tennen — 2ter und — lter Ordnung gewinnen. Geschieht 
namentlich die Unterstützung des Stabes auf einer sehr kleinen Fläche, 

so kann, weil der Quotient neben -^ vorkommt, der Ausdruck (40.) 

ebenso erheblich, als diejenigen Bestandtheile von Z tJ die in Bezug 
auf c von der — 2*en oder — lten Ordnung sind, werden. Der Werth 
(40.) rührt von der unmittelbaren Einwirkung der Randkräfte her, da 
er ein Theil von <P { ist. Es ist klar, dass diese Einwirkung um so 
beträchtlicher sein muss, je mehr sich die Gesammtkraft auf eine 
kleine Angriffsfläche ooncentrirt. 

In (34.) wird Q gleich der Differenz, in (36.) dagegen Q t gleich 
der Summe zweier verschiedener Glieder gefunden. Dieser Unterschied 
rührt davon her, dass der zweite Summandus von Q und Q l mit dem 
in (27.) vorkommenden Term 

G'i 



-('+!) 



6jtc 



identisch ist, und die Grösse G'[ nach (31.) und (32.) flir l x < z < / 
ein anderes Vorzeichen hat, als für < z < l { . Den Hauptbeitrag zu 
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1 + — J £-*- liefert (was man leicht durch 

die Vergleichung der Vorzeichen beweist, cfr. § 13 und die Gleichung 
(26.) in § 14) der in § 9 angeführte Term von £ 

x* + y» d G x 
4AE y dz ' 

der die einzelnen, zur s-Achse senkrechten Querschnitte in Flächen 
3 ten Grades verwandelt Man kann sich in Folge dessen auch auf 
geometrischem Wege von der Notwendigkeit Rechenschaft geben, 
dass der zweite Summandus von Q ein anderes Vorzeichen hat, als der 
zweite Summandus von Q { . In dem Intervall l t < z < /, wo nach (31.) 

§--2c*r(/-*) 

zu setzen ist, hat innerhalb eines beliebigen Querschnitts z = z<> die 
in Rede stehende, der z-Achse parallele Verschiebung den Werth 

Für die Theilchen, die sich in der Anfangslage oberhalb der Horizontal- 
ebene y«0 befinden, ist die Ausweichung eine positive, für die 
Theilchen unterhalb eine negative (nach der Stabmitte gerichtete). 
Am Stabende, für z^ = /, verschwindet die rechte Seite von (41.). 
Lägst man z von / bis l { abnehmen, so steigt der absolute Werth des 
Ausdrucks (41.) continuirlich, da der Factor / — z Q sich vergrössert 
Hieraus ergiebt sich, dass wenn die Ausweichung (41.) allein vorhanden 
wäre, sie oberhalb der Ebene y = eine Compression, unterhalb der- 
selben eine Dilatation der zwischen je zwei Querschnitten enthaltenen 
Schichten zur Folge haben würde. In dem Intervall < z < ^ hat 
man, da nach (32.) 

<§L 2c *r'-A 2 

dz l x 

ist, statt (41.) den Ausdruck 

(42) 5-üis^*< x, + ¥*>y 

anzuwenden. Der absolute Werth des letzteren verringert sich schnell, 
wenn man z von l { bis abnehmen lässt, und ist für z = wieder 
der Null gleich. Daher bewirkt die Verschiebung (42.), wenn man 
sich dieselbe allein vorhanden denkt , umgekehrt für y > eine Dila- 
tation, für y < eine Compression der Schichten. Da nun das Ge- 
sammtresultat der Biegung für die obere Seite des Stabes eine Dilatation 
und für die untere eine Compression ergiebt, so erkennt man, dass in 
dem Intervall l y < z < / die Verschiebung (41.) den Hauptkräften der 
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Biegung entgegenwirkt, und folglieh den Einfluss hat, den absoluten 
Werth der Kraft Z, zu verkleinern , während für < z < l t , wo der 
Stab unterstützt ist, der absolute Werth von Z t dureh den Beitrag des 
Terms (42.) vergrössert wird. Dem entspricht in der That das Vor- 
zeichen der zweiten Summanden von Q und Q { in (34.) nnd (36.). 



§ 17. Vergleiohung der erhaltenen Formeln mit den Resultaten 

einer anderen Methode. 

Ein Theil der vorstehenden Rechnungen soll mit Formeln, die auf 
einem wesentlich verschiedenen Wege abgeleitet worden sind, verglichen 
werden. Die sich ergebende Uebereinstimmung dient zur Bestätigung 
der hier gewonnenen Resultate. Im Vorhergehenden ist die Methode 
angewendet worden, die Bedingung, dass die Länge des Stabes gross 
gegen die Dimensionen seines Querschnitts sei, von Anfang an in die 
Rechnung einzuführen und dem entsprechend die einzelnen Summanden 
der Unbekannten g, 7), £ nach Grössenorduungen einzutheilen. Wie im 
ersten Abschnitt entwickelt wurde, bietet diese Methode den Vortheil, 
die gesuchten Gesetze für die Formveränderungen des Stabes in direkter 
Weise zu liefern. Indessen steht dieselbe in anderer Beziehung dem- 
jenigen Verfahren nach, welches die Angaben, dass gewisse Grössen 
klein sein sollen, erst nach Ausführung der Integration der Diffential- 
gleichungen berücksichtigt. Im § 3 ging man, um zu einer Lösung 
der Gleichungen für g, % £ zu gelangen, von der Annahme aus, dass 
die Componente Z, einer beträchtlicheren Grössenordnung angehöre, 
als die übrigen 5 Componenten der inneren Druckkräfte. Diese Eigen- 
schaft von Z s wurde im § 2 nicht streng bewiesen. Denn aus der 
Ordnung der in (10.) und (11.) vorkommenden bestimmten Integrale 
ist nicht mit Sicherheit auf die Ordnung der daselbst zu integrirenden 
Functionen zu schliessen. Mit Genauigkeit ergiebt sich nur, von wel- 
cher Ordnung die inneren Druckkräfte zum Mindesten sein müssen 
(Z a von der — 2ten ) x s und F, von der — lten); aber es bleibt die 
Möglichkeit offen, dass dieselben eine noch beträchtlichere Ordnung 
haben. Man konnte also im Voraus nicht wissen, ob man in der That 
auf jenem Wege zu einer befriedigenden Lösung der Differentialglei- 
chungen gelangen würde. Erst dadurch, dass sich eine solche ergab, 
und dass nur eine einzige Lösung möglich ist, wurde die Festsetzung, 
dass Z g allein von der — 2ten ) die übrigen Componenten von einer 
höheren Ordnung sein sollen, als richtig erwiesen. 

Gelingt es dagegen, zuerst die Differentialgleichungen für beliebige 
Dimensionen des Cylinders vollständig zu integriren, so werden vor- 
läufige, auf die Unbekannten bezugliche Annahmen, wie die oben er- 
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wähnte, ganz vermieden, und es kann in keinem Stadium der Rech- 
nung ein Zweifel in Bezug auf die Grössenordnungen der einzelnen 
Werthe bestehen. Des&halb dürfte die Vergleichung der vorstehenden 
Entwicklungen mit den Formeln eines nach letzterer Methode behan- 
delten Problems nicht überflüssig erscheinen. Dass die Rechnungen 
erheblich weitläuftiger sein müssen, wenn die Bestimmung, dass die 
eine Dimension vorwalten soll, erst zum Schluss eingeführt wird, ist 
im § 1 erörtert worden. Der Verfasser hat in einer im 81ten Bande 
des Grelle -Borchardt'schen Journals erschienenen Abhandlung, betitelt 
„Beitrag zur Theorie der Biegung des Kreiscylinders", einen auf das 
Gleichgewicht des Cylinders bezüglichen Fall in der Art durchgeführt, 
dass die Annahme der Kleinheit des Querschnitt? erst nach Herstellung 
der vollständigen Integrale gemacht wird. Die Näherungsrechnung, 
welche schliesslich auf letztere Integrale angewendet wird, erstreckt sich 
in Bezug auf die Kräfte nur bis zur Ordnung — 1. Die auf diese Weise 
gefundenen Werthe der Kräfte und der Verschiebungen erweisen sich, 
wie gezeigt werden soll, als identisch mit den hier abgeleiteten Aus- 
drücken gleicher Ordnung. 

Um das Verhältniss der genannten Rechnungen zu einander klar 
zu stellen, möge an den Schluss des § 7 im Abschnitt I. erinnert 
werden, wo die Fälle des aufliegenden und des eingeklemmten Stabes 
erwähnt sind. Es wurde ausgeführt, dass an den betreffenden Stab- 
enden eine gewisse Kraft, respective ein Kräftepaar hinzuzufügen sei, 
dass aber diese hinzutretenden Grössen nur in soweit in Betracht 
kommen, als sie die Werthe der gegebenen Functionen /) g } A, F } G, H 
ändern. Denn nach § 2 wird darauf verzichtet, die an den Enden 
selbst Statt findenden Verschiebungen zu berechnen. Die specielle Art, 
wie die Festlegung des Stabendes, respective die Erhaltung der Rich- 
tung der Cylinderachse daselbst erreicht wird, hat auf die im Vorher- 
gehenden entwickelten Formeln weiter keinen Einfluss. In Folge dessen 
ist es möglich, den Fall des an beiden Enden eingeklemmten Stabes 
(für die hier ausgeführten Rechnungen) auch in anderer Weise dar- 
zustellen; und zwar wird dies durch den Uebergang vom endlichen 
Cylinder zum unendlichen bewirkt. Das Verfahren soll zunächst an 
einem einfachen Beispiel erläutert werden. Man betrachte einen sehr 
langen cylindrischen Balken, welcher auf einer grossen Anzahl von 
Pfeilern, die gleichen Abstand von einander haben, frei aufliegt; jedes- 
mal in der Mitte zwischen zwei benachbarten Pfeilern möge in ver- 
tikaler Richtung eine constante Last P auf den Balken wirken. Man 
sieht leicht, dass in diesem Fall der Vorgang zwischen je zwei auf 
einander folgenden Pfeilern stets ein verschiedener ist. Denn bei den 
äussersten Intervallen hat man ein frei aufliegendes Ende, während 



§ 17, 42. 121 

nach der Mitte zu die Biegung sich schrittweis dem Fall des an beiden 
Enden eingeklemmten Balkens nähert Sobald man jedoch den Cy- 
linder und die Anzahl der Pfeiler ins Unendliche wachsen lässt, wer- 
den die Vorgänge in den durch je zwei Pfeiler begrenzten Intervallen 
einander gleich, indem dann vollkommene Symmetrie herrseht, und die 
Biegung in sämmtlichen Intervallen auf den Fall, wo beide Enden 
eingeklemmt sind, zurückkommt. Aus der Symmetrie der Figur zu 
beiden Seiten eines jeden Pfeilers ergiebt sich unmittelbar, dass die 
Cylinderachse bei den Pfeilern horizontal bleibt, also der Bedingung 
der Einklemmung entsprochen ist Die grössere Einfachheit der bei 
dem unendlichen Gylinder auftretenden Erscheinungen erklärt sich, 
-wenn man bedenkt, dass der unendliche Cylinder in mathematischer 
Beziehung ein weit einfacherer Körper ist, als der begrenzte Cylinder. 
Analoge Betrachtungen, wie in dem eben erwähnten Beispiel, lassen sich 
stets anstellen, wenn die Belastung des Cy linders in allen Intervallen 
die gleiche und in jedem einzelnen Intervall symmetrisch zur Mitte ist. 
Hierdurch wird die Berechnung der Deformation des an beiden Seiten 
eingeklemmten Stabes auf das Problem reducirt, das Gleichgewicht 
des unbegrenzten Cy linders im Fall der Periodicität der einwirken- 
den Oberflächenkräfte zu bestimmen. Die Grösse der Periode (die in 
dem angeführten Beispiel mit dem Abstand zweier benachbarter Pfeiler 
von einander identisch ist) möge durch 2/ bezeichnet werden. Man 
wählt die Cylinderachse auch hier zur z-Achse und legt den Anfangs- 
punkt der Coordinaten in die Mitte einer Periode. Dann sollen die 
gegebenen äusseren Druckkräfte X, V 7 Z als periodische gerade 
Functionen von z mit der Periode 2/ vorausgesetzt werden. 

In der erwähnten Abhandlung wird dieses Problem für den Fall, 
dass der Cylinderquerschnitt ein voller Kreis ist, behandelt Den Ra- 
dius des Kreises nennt man c. Nachdem x, y durch die Polarcoordina- 
ten r, s ersetzt sind, führen die allgemeinen Integrale auf Bessel'sche 
Functionen der Variable r und auf trigonometrische Functionen der 
Variablen s und z. Die Bestimmung der Integrationsconstanteu ge- 
schieht für r = c durch Entwicklung der gegebenen Functionen X, V, 
Z nach dem Fourier'schen Satz und Vergleichung der Coefßoienten. 
Nachdem so die allgemein gültigen Ausdrücke der Verschiebungen g, 
fjy £ abgeleitet sind, wird die Voraussetzung, dass c eine kleine 
Grösse gegen / sein soll, eingeführt. Man reducirt in Folge dessen 
die Potenzreihe der Besserschen Function auf eine bestimmte Anzahl 
von Gliedern; und zwar ist hierbei nach dem Grundsatz verfahren 
worden, dass diejenigen Summanden, welche zu den Verschie- 
bungen oder zu den Druckkräften Bestandteile von negativer 
Ordnung (in Bezug aufc) lieferten, beibehalten worden sind. Diese 
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Annäherung ist im Ganzen mit der Vernachlässigung der Potenz 

(—-] neben der Einheit identisch. In Betreff der äusseren Druckkräfte 

gelangt man durch Anwendung der Superposition zu Vereinfachungen, da 
das allgemeine Problem sich in drei einfachere Theilprobleme zerlegen 
lässt. Von letzteren wird zunächst dasjenige behandelt, wo allein Normal- 
kräfte auf die Cylinderoberfläche wirken. Die Vorgänge der Biegung 
werden durch diese Voraussetzung nur in sofern eingeschränkt, als die 
Torsion ausgeschlossen bleibt. In den Gleichungen, die dann für g, 17, g 
erhalten werden, kommen gewisse Functionen von z allein vor, welche 
aus den gegebenen Oberflächenkräften abgeleitet werden. Man schneide 
durch zwei zur Cylinderachse senkrechte Ebenen, die den Abstand dz. 
von einander haben, eine dünne Scheibe aus dem Cylinder aus, und 
vereinige, während dieselbe als starr gilt, die an ihrer krummen Ober- 
fläche wirkenden äusseren Kräfte; die hierdurch entstehende Resul- 
tante möge parallel der x- und y- Achse die Componenten TU dz und 3) dz 
haben. Die Grössen X und 2), welche gerade periodische Functionen 
von z sind, entwickelt man nach dem Fourier'schen Satz in die Reihen 



X = i,a n cos 



2) = Zj b« cot 



n = 1 n = 1 

bei denen ein constantes Glied nicht vorkommt, 'la die Summe aller 
x-, respective y~ Componenten gleich Null sein muss. Man sieht leicht, 
dass X und 2) gleich den Integralen 

(43.) X = cf % Xd$, g) = cf % Yds 

—n — n 

sind, da die Componenten X, Fhiev auf das Oberflächenelement edsdz wir- 
ken. Man definire nun zwei Functionen <p und tp durch die Gleichungen 

4/ 4 v 1 <U nxz 
<P = — T" 7 Z*k -7CO8 



(44.) 



»=1 



/ 



4/ 4 v 1 Qn njtz 



Jt b C A 



» = 1 



/ 



Dann erhält man für g, 17, £ (in der erwähnten Annäherung) die Ausdrücke 



(45.) 



* = IL + 1 ( d ^t : 

S E^~ E x \dz* 



z* — y*dhp \ 



.2 



dz' 1 



tp , l /rfV y 2 — # 2 . ^V 



E ' tf,\ite* 



2 

dtp 



) AE 



dftp 

4^ dz' 1 ' 

dhp 



AE* dz' 1 



* » 






') 



+ 



(? 












£ 
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wo E und E y die in (12.) der Einleitung angegebenen Constanten sind, 
und E$ durch die Gleichung 

1 = 2 a*—W 



Ei E ' 3ft(3a— 46)2 
bestimmt ist.*) 

Um die Functionen (45.) mit den in den vorstehenden Rechnungen 
abgeleiteten Werthen von g, 17, £ zu vergleichen, hat man zunächst zu 
beachten, dass in Folge der Voraussetzung, dass nur normale Ober- 
flächenkräfte vorhanden sein sollen, § = X = zu nehmen ist, weil 
hi und das Torsionsmoment //, verschwinden [Gl. (40.) in § 5 und (25.) 
in § 14]. Ferner sind von den durch die Substitution (16.) im § 3 

g = U x +U 2 + u + u, 

V = v \ + v i + v o + v> 
£ = W t + W 2 + w 

eingeführten Grössen nur U i} U 2 , Vi, V 2 , W X} W 2 vollständig zu be- 
rücksichtigen; von w 7 v Q , w kommt ein Theil der Summanden in Be- 
tracht, während w, v fortzulassen sind. Denn es sollen von g, tj, £ 
einerseits alle Bestandteile negativer Ordnung, andererseits noch die- 
jenigen Summanden Oter Ordnung beibehalten werden, welche zu den 
Druckkräften einen Beitrag von der — Iten Ordnung liefern. Da die 
Ordnung durch die Differentiation nach x oder y, nicht aber durch die 
nach z y erniedrigt wird, so ergiebt sich, dass von u$ } t/ und dem Be- 
standteil Oter Ordnung von rv die von z allein abhängigen Glieder 
(^2, D27 ß) nicht aufgeführt werden dürfen; ausserdem kommen die 
Terme — %$ und +%& von u^ und t/ zum Fortfall. Die übrigen 
Summanden der genannten Grössen hat man dagegen beizubehalten. 
Nach (38.) im § 4, (46.) im § 6 und (1.) im § 9 müssen also die 
folgenden Gleichungen 

§ E + £ t \dz* 2 + dz* ^7 + *' 
n E + E x \dz* 2 + dx* Xy ) +KM * 

in denen & © die Werthe (40.) des § 5, und %, d die Werthe (21.) 
des § 13 haben, als identisch mit den Gleichungen (45.) bewiesen 
werden. 



(46.) 



+ *A 



*) Die obigen Gleichungen (45.) sind die Gleichungen (55.) der genannten 
Abhandlung, indessen steht daselbst U statt ~äjt ( Pi un( l V statt -nrW- 
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Es soll zunächst gezeigt werden, dass die Relationen 

/ ft c 2 (P<p m 

bestehen, wodurch die zwei ersten Gleichungen (45.) in die zwei ersten 
Gleichungen (46.) übergehen. Die Functionen g und © sind nach (40.) 
im § 5 gleich den Integralen 

JCC^ 

bei dem kreisförmigen Querschnitt ist A = B = -j-. Die bei 

diesen Integralen auftretenden willkürlichen Constanten kommen, wie 
im § 5 gezeigt wurde, für das hier behandelte Problem nicht in 
Betracht, da sie auf die Deformation keinen Einfluss haben. In Folge 
dessen braucht man statt der Gleichungen q> = % 7 ip = © nur die 

Gleichungen —~ = -r^L -r? = tt zu beweisen. Die analoge 

dz 2 dz 2 dz 2 dz 2 

Bemerkung gilt nach § 13 für die Grössen ^ und D x . Also kann 

man das Gleichungssystem (47.) durch das folgende ersetzen: 



(48.) 



d 2 % 
dz 2 



I ~d^ ^W+n), 4^ 7 Z T - - 

\~dh 7^ + G 2 ), 4^d^ = dz^ 



Bei zweien dieser letzteren Gleichungen tritt noch eine weitere Re- 
duction ein. Man will die Uebereinstimmung der Resultate, welche in 
der gedachten Abhandlung für den unendlichen Cylinder erhalten wur- 
den, mit den hier gewonnenen Resultaten constatiren, unter der Voraus- 
setzung, dass letztere auf den Fall des an beiden Enden eingeklemmten 
Stabes angewendet werden. Nun hat nach § 7 die Bedingung, dass 
die Enden des Stabes eingeklemmt seien, zur Folge , dass die Func- 
tionen F, G (deren Theile/\, F 2 , G u G 2 sind) sich um die Ausdrücke 
A\ + k v {l — z), K 2 + k 2 (l — z) vermehren, wo K u K 2y k l} k 2 Constanten 
sind,' die durch die Angaben über die Lage der Stabenden bestimmt 
werden. Direkt gegebene Grössen sind also im vorliegenden Falle 
nicht F und G, da sie die vorläufig unbekannten Constanten K { , Äj, k u Ar 2 

(PF d 1 G 

enthalten, sondern nur ihre zweiten Differentialquotienten -j-; und — y > 

in denen jene Constanten nicht mehr vorkommen. Hieraus folgt, dass 
man statt der Gleichungen (48.) 
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nur die Gleichungen 

(ao\ dA( P = * *(*!+*») dhp __ 1 (P(G t + G 2 ) 
K m) dz* A dz 2 'dz* • A dz* 

zu beweisen hat. Denn sobald letztere erfüllt sind, müssen es auch 
die ersteren sein, weil die in beiden Problemen übereinstimmenden 
Angaben in Betreff der Stabenden eine Verschiedenheit der Gonstanten 
K Xj E 2j k u k 2 nicht zulassen. 



Nach (44.) ist 



n = oo 



d*g> 4 ^i nnz 3E 



— xc* 2 a < 



dz* nc* ^ tt " ÜÜB / A > 

n = l 



n = oo 



d*ip 4 ^ rmz ^) 

^~=^ J^ b n COS — -^, 

n== 1 



oder, wegen der Gleichuugen (43.), 



d*q> 



-if"**. Ö-V"»-* 



Andererseits wurden im § 15 die Gleichungen 

^ — c i„ Äds > d? = - c -L Fds 

Alp d 2 G 

abgeleitet; die Grössen •— *- und -^~ sind gleich Null nach (13.) im 

§ 1, da hier Z= ist, und von der Schwerkraft abgesehen wird. So- 
mit sind die Gleichungen (49.) bewiesen. 

Für die Functionen -P£ und -— r ermittelte man im § 13 die 

dz 2 dz 2 

Werthe: 

d*F x F z 



dz 2 AE ' 



*jk = l < + ?* + *_(± + l_±\ 
dz 2 E x c ^GA^b^E E 2 ) 

d*& i _ 2 P l -6\ cWl 2 b\d 2 G t 

dz 2 ' Ei c "*" QA\b~*~ E E 2 ) dz 2 AE ' 

Die Coefficienten /, und & lf welche nach (18.) im § 12 zu der Ent- 
wicklung von S gehören, verschwinden im vorliegenden Falle, wo nur 
Normalkräfte wirken sollen, also 5=0 ist Ebenso ist wegen 2=0 
nach (14.) im § 1 auch F z = ß 3 = 0. Die im § 15 angegebenen Werthe 
von a\ und ft transformiren sich nach Berücksichtigung der Relationen 

2f=Äcos*, y—Äsin* 

und der oben benutzten Gleichungen in die folgenden: 
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1 r n 1 /»* 1 

* — n X — n x 

1 r n \ pn> 1 

ß i l =-J R *insds — -f Vds = — ~ 



d*F x 
x—n x 9 L n ~~ xc dz*' 

d*G x 

x*Ljjt x^_ n ~ w " xc dz* " 

Auf diese Weise findet man für -r^r, -tt die Ausdrücke 

dz 2 } dz* 

*jPi=^ j_-L+ l f 1 ■ 2 M> **i 

dz* 2A\ E i + 9\b + E E*)\ dz*' 
und da nach (15.) des § 1 

1,1/1,2 M_ 1 , t/ * M 

ii T 3\J T ^ £»/ jß: ^ 3 ^2ft (3a — 4&) £V 
= 1 a* — 2b* J_ 

jE + t>&(3a— 4*)* 2ii 

ist, so ergiebt sich 

<P% _ _c*_ (PK = £*_ dty 

<fe* 4,4 ^3 dz 8 — AEs dz*' 
d*Di = c» «Pfr c 2 tf*y? 

dz 2 4^ 3, <fe* = 4ii dz 4 ' 

womit die Gleichungen (48.), also auch die Gleichungen (47.) be- 
wiesen sind. 

Es bleibt übrig, die 3te Gleichung (45.) als identisch mit der 
3ten Gleichung (46.) nachzuweisen. Man hat aber in die letztere Glei- 
chung nur die aus (47.) folgenden Werthe 

^__^fl[ty = c* <Pg 

dz 4^ dz* AE Z dz*' 

d£k c* dhp = c* <P® 

dz ~ 4^> dz* 4^ dz* ' 

sowie die Werthe 

dz dz*' dz ~ A dz* 

zu substituiren, um dieselbe auf die Form 

s E \dz ^ dz y ) 

zu bringen. Dieser Ausdruck von £ kommt, da g> = §, y> = ® ist, 
genau auf den in (45.) angegebenen zurück. 
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Hiermit ist für den Fall, dass nur Normalkräfte auf den Cylinder- 
mantel wirken, die vollständige Uebereinstimmung der nach den zwei 
verschiedenen Methoden abgeleiteten angenäherten Formeln bewiesen. 
Dieselbe Uebereinstimmung ergiebt sich auch in den übrigen beiden 
Fällen (Tangentialkräfte senkrecht oder parallel zur Cylinderkante), 
zu denen die Zerlegung des allgemeinen Problems des unbegrenzten 
Cylinders führt. Die in der oben erwähnten Abhandlung enthaltenen 
Rechnungen sind daher als eine Bestätigung der hier entwickelten 
Theorie anzusehen. 



Abschnitt III. 

Der Hohlcylinder mit kreisförmigem Querschnitt 



§ 18. Integration der Differentialgleichungen. 

Das zweite Problem, das hier näher behandelt werden soll, be- 
trifft den Fall, da&s der Querschnitt des cylindrischen Stabes aus einem 
durch zwei concentrische Kreise gebildeten Ringe besteht Dasselbe 
führt zu ähnlichen partikulären Integralen, wie das Problem des vollen 
Kreiscylinders; jedoch nehmen die Integrationsconstanten wesentlich 
andere Werthe an. Es wird vorausgesetzt, dass der Hohlcylinder nur 
an seiner äusseren Oberfläche durch Druckkräfte in Anspruch genommen 
wird, an der inneren dagegen X= V= Z= sind. Der Cylinder- 
querschnitt werde durch die zwei Kreise 

x* + y* — c\ x* + y* = Ci * 
begrenzt, und zwar sei der Radius c x der kleinere. Die Grössen c 
und c t werden in den nachfolgenden Rechnungen als nicht sehr ver- 
schieden von einander angenommen; man setzt die durch die Gleichung 

definirte Grösse e als klein neben der Einheit voraus (d. h. die 
Wandstärke des Hohlcylinders als klein neben seinem Querdurchmesser). 
Für die Variable 2Bi gilt im Innern des Stabes die Differential- 
gleichung (47.) des § 6 

dx* + dy* 
welche nach Einführung der Polarcoordinaten 

x = r cos s } y — r sin s 
die Form 



d ( r *Bi\ ■ 1 <P28i _ 
dr\ dr J^ r d$* 



§ 18, 2, 3. 
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annimmt In der zugehörigen Oberflächenbedingung (53.) sind cos 4, 
cos/* für die äussere Begrenzung gleich cos«, situ, und für die innere 
gleich —cos«, — sin« zu nehmen. Ausserdem ist 

-j- 1 cos X + — - cos ^ = -=^, 

so dass man die zwei Gleichungen 

— J r = c = (Zt cos« + M t sin «) r = c , 

—— = (Zi cos« + Mi sin«) 

erhält Nach Substitution der in (50.) des § 6 angegebenen Werthe 
von Li und M x lauten dieselben: 



K : 



K : 












COB* + 



-sinsj, 
- sin * 1. 






dr Jr = ci 4A\b ' EJ\dz ~~ ~ ' dz 

Aus diesen Bestimmungen ergiebt sich für 2B 1? wenn zum Schluss 
wieder die Coordinaten x, y angewendet werden, der Ausdruck 

W*-i(W)('+« + ;&)(S- + 3 

in welchem ß eine willkürliche Function der Variable z bedeutet 

Die Grössen VL { und SBi haben nach (60.) des § 7 im Innern des 
Stabes die Gleichungen 

dx \dr dy 



rf /rillt , dSBi 



)- 



+ b i{W~lt) = - ia - b) dxdz> 



d /tftt, <n\ 



) («-») 



<P2B, 



dy\dx ' dy ) ' dx\dy dx ) x_ '' dydz 

zu erfüllen , in die flir SB, der Werth (2.) eingesetzt wird. Man trans- 
formire diese Gleichungen durch die Substitution 



(3.) 



c'c?. a 



4.4 a + i 



* 2 + y l 



*-*-*#(! + $*** 



_£c* a-fr /1 l\ y(/>+fi y y ) 
4^ o+»Vft + £/ x* + y* ' 



woselbst zur Abkürzung /",'» ö" für -t-j> -v^ geschrieben ist 

9 
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Dann entstehen für die neuen Unbekannten tt', 93' die Differential- 
gleichungen 



\dx + dy J* dy\dy dx ) ' 



dx \dx ' dy 

d fdW rf» 
dy \dx dy 



'■) 



d föXV 



dx 



fdlV d%'\ = 



die mit den Gleichungen (3.) im § 9 identisch sind. Ebenso wie bei 
dem vollen Kreiscylinder werden an Stelle von U', 33' zwei Verschie- 
bungen q } o eingeflihrt, welche die Richtung des wachsenden Radius 
vector r, respective die dazu senkrechte Richtung haben. Man setzt 

(x \ S ^' = ^ c08 s — a 8 * n *' 
^ •' \ 5B' = q sin s + o cos s, 

wodurch man, wie dort, für q und o die Differentialgleichungen 

b d_ ( 1 VdQ d(rc) ~\) = 



d i lpffry) <** 



f. Aiir^o 

ö d ( 1 r^^ß) 



r ds 



+ 



do 
ds 



l-»y|i-[ 



<fo 









dr Jj 



rfr J) 






0, 







erhält Die vollständigen Integrale dieser Gleichungen wurden im 
§ 10 entwickelt; dieselben lauten: 



(6.) 



Q = ^ r I*" C0S w + S5« ß i n W*i 



oo 



+ 2 ( ? v 2_ y) r ' H " 1 i& <*> 8 ™ + ®- 8in «I» 



ö -■ — ^ r |3t» sin ns — 93» cos ns\ 



(n) 



+ 2 W- — -) ^ +1 !®» 8iü w— ». cos n$\. 

Die Grössen 21», 85«, G», 35», welche Functionen von z sind, ergeben 
sich aus den Bedingungen für die Oberfläche des Stabes. 



§ 19. Bestimmung der Coeffloienten. 

Die Oberflächenbedingungen (70.) im § 7 liefern zwei Gleichungen 
für die äussere und zwei Gleichungen für die innere Begrenzung. 
Die ersteren sind mit den Gleichungen (10.) im § 11 identisch, und 
die letzteren unterscheiden sich von den eben genannten nur da- 
durch, dass die gegebenen Druckkräfte B, S gleich Null zu setzen 
sind, und dass c x an Stelle von c tritt Auf diese Weise hat man zur 
Bestimmung der Coefficienten 91», 93», 6», 2)» die Gleichungen 



§ 19, 7, 8. 



(7.) 









[«f+°-^(l^)Lr s ' 



in denen dt, <S, 31, <S die folgenden Functionen bedeuten: 



* — Ä + '£ f 1 + j) 8in * (*"? sin * + ö " °° B *) 
— 12 cos** + SR sin s * + 51 sin 2*1 



© = S + 



+ 



Td( 1 + l) ^ 8in 3 * + G " ™* ^ 



AA 

s-a» . 



[ 



sin 2s — 91 cos 2s 



L 



9t = ^ (l + -|) sin 2* (J"; sin * + G*[ cos *) 
— MB cos 2 * + SR sin 2 * + 91 sin 2*1 

® = Ä (* + i) ^" 8in 3 * + G " eoB 3 ^ 



+ |^-^sin2*— <R cos 2* 



[' 



-Vsss«! 
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(8.) 



Die Werthe der Functionen 2, 3W, 91 sind in den Gleichungen (68.) 

des § 7 angegeben. Für die Entwicklung der Grössen SR und © nach 

der Variable s werden dieselben Bezeichnungen wie in §§ 11 und 12 

— Gleichungen (12.), (17.), (18.) — angewendet Man setzt also 

n = od 

SR = iA + ^^ \a n cos ns + ß m sin ns\, 

n = l 

n g= o d 

© = id + ^ !/• »in tw + d» cos jw{ , 
n — 1 

und zerlegt die (von 2 allein abhängigen) Werthe a„, ft,, /„, 6 n in je 
2 Summanden et* + < ft + ß't, y» + 7»> * + «'• Durch «4, ft, yi, f. 
werden die Coefficienten der Entwicklung der gegebenen Oberflächen- 
kräfte R und S 

9» 



132 
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(9.) 



n «-i od 
Ä = iai+ ^ i«*cosn* + /9» sin rwj, 

n = oo 

S = Mi + ^ 1/» « n w* + <K cos ns\ , 
n = l 



und durch <£', &', /i', d« die analogen Coefficienten der Entwicklung 
des Restbestandtheils von 9t und © bezeichnet. Diese Unterscheidung 
fällt für die Functionen 9t und © fort, da nach der Voraussetzung 
keine Kräfte auf die innere Begrenzung wirken. Die Entwicklung von 
SR und © sei: 



(10.) 



n = od 

Sft = 4a + ^^ j a n cos ns + ß n sin ns\ , 
n= t 
n = oo 

© = Wo + ^ 1 7n sin ns + 6 n cos tw j . 
n = 1 



Die Coefficienten a„, J9„, 7», d„ entstehen, wie die obigen Definitionen 
von SR, ©, % © ergeben, aus den Coefficienten <£, ßü 9 y«, d«, wenn c 
durch Ci ersetzt wird. 

Bei dem Hohlcylinder nimmt die Grösse n in den Summen (6.) 
alle ganzzahligen Werthe von — oc bis + oc an, während bei dem 
vollen Cylinder die Summation sich nur auf die positiven ganzen 
Zahlen erstreckte. An Stelle von SL«, 83-«, 6-,, ©_* soll hier äi, 
93«, ®i, ®» geschrieben werden; dann kann man den Werth des Index 
n wiederum auf die positiven ganzen Zahlen,' einschliesslich der Null, 
beschränken. Man setzt, nachdem für q und die Werthe (6.) sub- 
stituirt sind, die Coefficienten von cos ns und sin ns auf der rechten 
und linken Seite einer jeden der 4 Gleichungen (7.) einander gleich, 
und erhält hierdurch, wenn vom Fall n = zunächst abgesehen wird, 
für die 8 Grössen 

§K„ »«, ©», ©«, 3tt, »», 6i, SD,! 
je 8 lineare Gleichungen. Die ersten 4 derselben lauten 

l b(n— l)c— 4 «. — ^=*(n + l)(n — 2)c»6» 



ia. 



a 



— *(m + 1)c— »91,;— " — -(n— l)(n + 2)c—&i, 



a 
a — b 



(HO i 



(— b(n— l)c»- s ä. + - — ~n(n + \)c»&, 
*7» = ' a 

— ft(n+l)c— »ai — ^^n(n— l)c-6i, 
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a—b 



iß.= 



i fc(n—l)c— «33.— ^-^(» + !)(» — 2)C$ 



» 8;+ ?-^(n- l)(n + 2)c-*©i, 
a — b 



\6.= 



f bin — l)c— »S.— 2— -?»(n + l)«-J& 



+ 1) c— J »i— — -n(n— l)<r-©|„ 



und die 4 Übrigen entstehen aus diesen, wenn man c durch c t , sowie 
a n , ß n , 7», d« durch a», /?,,, 7,, d» ersetzt. Von den 4 Gleichungen 
(11.) gehen die beiden ersten in die beiden letzten über, wenn statt 

%>, 3fc, 6., 6i, 0,, 7. 
bezüglich die Grössen 

»„, — »4, ©., — S*, 0«, — d» 
genommen werden. 

Zu n = gehören nur die 4 Coefficienten 3to, 33 , @o, © > von 
denen, wie im § 11, der Werth $ willkürlich bleibt. Es ergeben sich 
für n = die 4 Bestimmungen 

*«t = — 2* r- 2 St» + 4 ^=p 6o, 

iö„ 2ft ^ «0 + 4 a "~ & - G,, 

id = _26<r- !, g3 , 

Wo 2&<r7*g3o, 

durch deren Auflösung man ftti 3to, 93 , 60 die Ausdrucke 



(12.) 



« c 2 gjf(«o— ^>) » _ c*ö 



4&(c*— c») 



4i ' 



^.- 



a 



c 2 0o — ^l«o 



8 (a—b) c*— c* 
und ausserdem die Bedingung 

c 2 d = c;M 
erhält. 

Die 2 ersten Gleichungen (11.) verwandeln sich durch Addition 
und Subtraction in die folgenden 

*L=£l = („_ i)j ftc — »SC. -^(n + 1) c"G.-^p ff-6,jj, 
ß» + 7» • . «x( , ........ . « — * - ~ a — & 



L" =(«+!) )—bc—*%i + - — -C»©.— 



a 



(n— l)c— ©.i , 



4 ' ■ '( a 

woraus man erkennt, dass der Fall n = 1 eine Ausnahme bildet 
Denn für « = 1 bleiben die Coefficienten H u fR t , ©i, $1 willkürlich, 
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während sich fllr die Constanten a l} ß x etc. 'gewisse Bedingungen er- 
geben. Es soll zunächst der Fall n > 1 behandelt werden. Man 
kann für n > 1 die Coefficienten 91» und 3U aus den obigen zwei 
Gleichungen und den analogen, die c l9 a nj ß ny y nj 6 n statt c, ctn, ß uy 
y„, ö n enthalten, eliminiren. Hierdurch gelangt man zu den zwei 
Gleichungen 

^K-tf-fH)'!*- 

1 (\ _£T\ a »~ r» . I ( c l _c*"\ c + y« 

e?\ «V * «? \c 2 c*-/4(n + l)' 

c . fi _^ «» + /» ,- f*—^} «•— t* 

\ c\) 4 c Vc? c 2 »/4(n— 1) 

1 \ c 1 / 4 l \c 2 c**/ 4(» — l) 7 

welche 6„ und 6» bestimmen. Diese Gleichungen werden nun durch 
Benutzung der im § 18 gemachten Voraussetzung transformirt, dass 

die Differenz 1 -, die man durch £ bezeichnete, eine kleine Grösse 

c 7 J 

gegen die Zahl 1 sei. Indem man fllr c t den Werth c (1 — e) einsetzt 
und bei der Entwicklung der Potenzen nach dem binomischen Satz 
überall neben dem Anfangsgliede noch die folgende Potenz von £ be- 
rücksichtigt, erhält man aus den obigen, für n > 1 geltenden Glei- 
chungen die folgenden angenäherten Werthe der Coefficienten £„ und 6i: 

. ^JK^+O+t^SftI 

U S(a— ft) £ 3»»(n+I)c- /, , 2n-5 \ a -j. f. be\ ä M +j n 



*- 3aC " 



i(\ fc> \ a « + 7" i(\ 2n+l \ «.— y. > 

\\ l ~!)T+\- + { l - 2 V ^=rrl 

8 (a — b) e» n* (» — 1 j|_ A _ 2n+5 W+f, /, _ 5«\ ä.—y. i 

Im Fall « = 1 erhält man einerseits die Bedingungen 

«1 = /i, <*i = 7i> A + rf i = °> Ä + <*i = °> 
andererseits für @, den Ausdruck: 
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Die Werthe von ©„ und — ©i entstehen aus den obigen Werthen 
von <£„ und 6i, wenn man a„, a„, y», /„ respective durch ß» } ß nj — 6 H) 
— 6 H ersetzt. 

Die Coefficientenbestimmung wird hier hauptsächlich zu dem 
Zweck unternommen, in dem Ausdruck von Z x noch alle zur Ordnung 
gehörigen Summanden zu ermitteln, weil dadurch eine genauere 
Bestimmung der überhaupt vorkommenden Maximal -Druckkraft mög- 
lich wird (cfr. die Gleichung (23.) im § 13, und der § 14). In der 
Formel für Z t kommen aber nur die Coefficienten 6„, <&, S)„, $)'«, 
nicht die Coefficienten 21», 2l n , 33 n , 33i vor. Daher soll auf den Werth 
der letzteren nicht näher eingegangen werden. 

Nach (41.) im § 5 gilt für die Componente Z z die Gleichung: 

Man hat hier A = B zu nehmen und für u, v, w die ermittelten Werthe 
einzusetzen. Die Substitutionen (46.) im § 6 und (57.) im § 7 für w, 
u, v und die Gleichungen (2.), (3.) des § 18 liefern die Transformation 



)• 



(13.) 



dw , 
a — + 



a 



dz 

dR 
dz 



(a-2b)[ 



du dv 
dx dy 



)- 



+ 



F" x x + G 



«j, J 2 "' \ l + E) iE \ 

c*c\ ta-b I b\ 1 [ 



2 a + b 



E x» + y' 



+ 



+ 



+ 



<-»>£lG-£)''+'(!+£H 



wo in V alle Glieder von höherer Ordnung als der Oten zusammenge- 

fasst sind. In - — h -r- drückt man nach (4.) im § 18 die Variablen 

dx dy 

U', 33' durch p, ö aus und nimmt sodann für p, o die Integrale (6.). 
Es entsteht auf diese Weise die Gleichung 

<fo dy r ( dr ds 



46, 



n=oo 



3 + ty i (» + 1) r B (6« cos ws + 35« sin ns) 
a a 2d^ j _ ( M _ i ) r-» (<& cos ;w — ftj sin w*) 
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in die für <£„, (&, $„, 3)' n die gefundenen Werthe zu substituiren sind. 
Bevor indessen letzteres geschieht, soll in Berücksichtigung des Um- 
Standes, dass c { und c als wenig von einander verschieden vorausge- 
setzt werden, statt r eine andere Variable eingeführt werden. Man 

86 »Zt. 

(14.) r = c(l— r). 

Dann liegt, weil r nur zwischen c und c u also zwischen c und c (1 — 1\ 
variirt, der Werth r stets zwischen und e. Folglich ist r, ebenso 
wie e, eine Grösse, welche als klein neben der Zahl 1 angenommen 
wird. Bei Berechnung der Coefficienten 6„, 6'», ® w , S)'„ wurden das 
Anfangsglied und die nächstfolgende Potenz von e beibehalten. Indem 
man dasselbe Princip der Annäherung auf die von r abhängigen 
Grössen anwendet, hat man 

r* = <* (1 — r)" = c" (1 — »r), 
r~" = er* (1 — r)"-" = c-* (1 + nr) 

zu nehmen. In — — |- — müssen die zum Werth n = 1 gehörigen 

Summanden von den übrigen abgetrennt werden, da die Goefficiehten 
&! etc durch besondere Formeln bestimmt sind. Es ergiebt sich die 
Gleichung 

wenn 

(16.) O = 4 ( a _^ 8 j «o — «o + ^K + 3^,)J 

, | [(«.-5,) (1-r) +|(a,+« 1 )] 



und 



cos * 
+ 1 I L 2 J 

2{a - b)£ \+[<ß t -ßi)(\-T) + ^(ß l +ß l )]f*ns\ 

(17.) 0- 

IL n ~ 1 W+ 1 J i 

gesetzt wird. 

Die in (13.) angegebenen Summanden haben,. bis auf iP, ihrer 
Definition nach sämmtlich die Ordnung in Bezug auf c. Dieselben 
zerfallen nun aber in verschiedene Gruppen durch die Dimension, 
welche sie in Bezug auf e (und t) haben. Denn es ist zu der ur- 
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sprünglichen Voraussetzung, dass— klein sei, die weitere Voraussetzung, 

dass auch e klein sei, hinzugetreten. Von den in (13.) vorkommenden 
Tennen sind einige von der — 2ten ? andere von der — lten Dimension 
nach e. In der schliesslichen Formel für Z % sollen von den obenge- 
nannten (in Bezug auf c zur Ordnung gehörigen) Gliedern nur die- 
jenigen beibehalten werden, welche die — 2te Dimension in Bezug 
auf s haben. Indessen sind in (13.) noch die Functionen $p t , JQ,, Ä, 
% unbekannt, und es zeigt sich, dass bei den Rechnungen, durch die 
man diese findet, die Summanden — lter Dimension des Ausdrucks (13.) 
dazu dienen, gewisse Bestandtheile — 2ter Dimension von Z z zu be- 
stimmen. Es sind daher zunächst die auf $i, JQj, Ä, 2^ bezüglichen 
Rechnungen auszuführen. 

§ 20. Bestimmung der Functionen Sß,, D,, 5t« Xf 

Wie bei dem Problem des vollen Kreiscylinders wendet man, um 
die Werthe von ?ß t , £},, Ä zu ermitteln, die 3 Gleichungen (39.) des 
§ 5 an: 

//|«£+<-»>(S+|)|«**-*. 

Nachdem man in dieselben den Ausdruck (13.) für 






(«-^(t + l) 



eingesetzt hat, sind die Integrationen über den Querschnitt des # Stabes 
auszuführen, wobei die von z allein abhängigen Factoren vor die In- 
tegralzeichen treten. Diese Rechnungen sind den im § 13 angestellten 
völlig analog; nur hat man zu berücksichtigen, dass der Querschnitt 
des Stabes hier nicht ein Kreis, sondern ein Kreisring ist. Für das 
Trägheitsmoment A und den Flächeninhalt C des Querschnitts erhält 
man jetzt die Werthe: 

^=^(c*-d) = ^|l-(l- f )«(, 

Es sollen von den Functionen ?ß,, JQ,, & nur die Bestandtheile, welche 
die beträchtlichste Dimension in Bezug auf i haben, aufgesucht werden. 
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Daher vernachlässigt man in den Ausdrücken von A und C die höheren 
Potenzen von e und setzt 

(18.) A — Jtc*e , C = 2jtch. 

In Analogie zu § 13 fällt die Summe Q aus den obigen Doppelinte- 
gralen ganz heraus; dagegen liefert Q einen von Null verschiede- 
nen Beitrag. Man substituirt in Q für die Coefficienten Oq, a t , ß [y 
«o> a u ß\ ihre auß (8.)> (9.)> ( l °0 folgenden Werthe. Nach einigen 

Transformationen findet man dann für -r~, -^-^i ^- die Ausdrücke 

dz 2 ckE x AE^ 2A\\ ^tf/V» *(« + &)/' 4Ä(a — 6)i' 
V * ; ) <fe 2 ctE v AE^ 2^ IV • ^A» i(« + »)/ 4Ä(a — ft)r 

welche den Grad von Genauigkeit haben, dass alle Terme von nega- 
tiver Dimension in Bezug auf s beibehalten worden sind. Die in letz- 
teren Gleichungen vorkommenden Summanden haben sämmtlich die 
Dimension — 1 in Bezug auf e } wie man leicht erkennt, wenn man be- 
achtet, dass A und C von der + Uten Dimension nach t sind. 

tfi£ 
Für die Function -p ergiebt sich aus der 3ten Gleichung (11.) 

des § 2 genau derselbe Werth, der im § 14 für den Fall des vollen 
Kreiscylinders erhalten wurde, nämlich 

In Betreff der Integrationsconstanten, welche bei Herstellung der Func- 
tionen $ß t , Di, ä, % selbst auftreten, gelten die in §§ 13 und 14 ge- 
machten Bemerkungen. Die genannten Constanten können, wie daselbst 
erörtert wird, gleich Null gesetzt werden, ohne dass die Allgemeinheit 
der Kechnung beeinträchtigt wird. 

Der in (13.) angegebene Ausdruck hängt von den Functionen ^5,, 
Di in doppelter Weise ab. Denn einerseits kommen in demselben die 
Summanden 

4b(a-b) (#% r . *Qi „\ 
a \d* X± dz* y ) 

vor; andererseits sind % , Di , wie auch % , in den Grössen 2, SR, 31 ent- 
halten, welche durch die Gleichungen (68.) des § 7 definirt wurden. Von 
S, SR, 31 hängen aber nach (16.), (17.) die Summen (> und Q ab, da die 
Functionen % ©, SR, © die Grössen £, SR, 31 enthalten, und nach (8.) 
und (10.) die Werthe a„, ß n} y», d», a», ß H} y», d n die Entwicklung*- 
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coeflicienten von Sd, ©, % © bedeuten. Also sind erst in Folge der 
Gleichungen (19.) und (20.) alle Bestandteile von () und Q bekannt. 
Die Functionen ^ß,, D b Xi haben die Dimension — 1 nach e. Es bleibt 
übrig, die Dimension der Grössen () und Q in Bezug auf t fest- 
zustellen. 

Da, nach (68.) des § 7, in £, 3)t, 31 theils Ausdrücke, die den 

1 1 
Factor —, — haben, theils die respectiven Summanden 

n ta ^ <fe* y ' T tö b) dz* *> 2 dz* ™ X) 

enthalten sind, so haben £, 5R, % und folglich auch % ©, $, © die 
Dimension — 1 nach 6. Von der nämlichen Dimension sind im All- 
gemeinen a H) ß nj y n , ö %> a», ß n , fn } ö* als Entwicklungscoefficienten der 
letztgenannten Functionen. Indessen überzeugt man sich leicht, dass 
die Differenzen 

On — Ctn, ßn — ßn, fn 7*, rf» — Ä», 

welche in Q ausschliesslich vorkommen, sich auf die Dimension 
reduciren. Man bemerke, dass 

(«„ = «; + «'„', ß n = ft + ß», 

l r» — 7i + Yn, *. = * + « 

gesetzt worden ist, und dass nach (9.) die Coefficienten 

#») Pny Yny On 

von der Oten Dimension in Bezug auf e sind, weil die Oberflächenkräfte 
R S, zu deren Entwicklung sie gehören, zu dem Werthe e in keiner 
Beziehung stehen. Also hat man nur die Differenzen 

< — ~a*> ßü — K r'n—r», « — £ 

auf ihre Dimension nach £ zu untersuchen. Und da, nach § 19, die 
Coefficienten a n , ß n , y ny d H dieselben Functionen für das Argument 
r = a = c — et bedeuten, welche für das Argument c gleich «i', ßü, 
7», du sind, so stellen die genannten Differenzen die betreffenden Incrc- 
mente jener Functionen beim Wachsen der Grösse c Y um ce dar. Hie- 
raus ergiebt sich, dass 

«»—««, ß*n—ßn, Y'n /n, 6% — &n 

eine um 1 höhere Dimension nach e als die Coefficienten a„, «», . . d n 
selbst, d. h. die Dimension haben. Nun steht in dem Ausdruck (17.) 
von vor dem Summenzeichen ein Factor von der Dimension — 2 
nach t. Folglich ist die Function (j von der Dimension — 2 in 
Bezug auf c. Dagegen hat Q nur die Dimension — 1, da in dem 
Ausdruck (16.) die erste Potenz von t im Nenner steht. 
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Die Werthe a'„', &', yi', tf n ', ä n , ß* y 7*, d~ n sind für n > 5 sämmüich 
gleich 0, da die Functionen, deren Entwicklungscoefficienten sie sind, in 
Bezug auf x und y den 5ten Grad haben. Man trennt daher zweck- 
mässigerweise den von a' nj ß' nj y' n) & n abhängigen Bestandtheil der 
Summe Q von den übrigen. Nach Substitution der Werthe von 

«•' — «», &' — ß n , 7n' — Y*, « — & 
erhält man 

(2t.) O — Qi + Qt + V, 

wo in Q* sämmtlichc Terme von Q 9 die nicht die Dimension — 2 nach 
£ haben, zusammengefasst sind, und Q { und Q t die folgenden Func- 
tionen bedeuten: 

[ b F z c 

[2a E t As iE* 

G*c 
Ab 
c* dffi 



(22.) ft-(l-£) 



1 wi 

:1t ^e J 

r 6 e 8 c 1 6?i'c 8 i . 

|_2al, ^« 4^, ^£ J 



C08 3« 



+ 



+ 



,„/ „ . . sin 4* 
lb(a — 0) Ab dz 

3bc* ( 6^ _ 1_\ /Yc o8 5g + gy8in5< 



320 (a — ft) \.£, 1 






Ai 



(23.) A __(i_^ _*j^ (<*;«» 3» + ftrin30 



+ 



(-?)" 



n 



L«-i "•" » + 1 J 



COBK£ 



1 



tf^ ■* " |+P£* + £3 1 -•- I- 



Durch -~ ist die Constante 



(24). 



1 



\ ^ E) \ a)\a—b^ {a + b)Ej 
+ 8(a — b)\2E E v E 2 ) 



bezeichnet worden. Für das Trägheitsmoment A ist der Werth (18.) ein- 
zusetzen. Die in (22.), (23.) enthaltenen Functionen F' xy G" x ( = ^ , ^M, 

^3> £3? #i haben, ebenso wie die Elasticitätsconstanten, in Bezug auf e 
die Dimension 0, da sie nicht von e abhängen. 
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§ 21. Ausdruck der Componente Z,. 

Der Werth der Kraft Z t ergiebt sich aus der im § 19 erwähnten 
Formel 

i Fi + F} Gi + g 2 „ _i_ *i 

z * = "" ~ x + ~~Ä~ y + ~c 






wenn man die Gleichungen (13.), (15.), (21.) berücksichtigt. Von den 
Summanden von Z e sind gewisse denjenigen Ausdrucken analog, welche 
im Fall des vollen Kreiscylinders erhalten wurden. Auf diese soll 
nicht näher eingegangen werden, da in den §§13, 14, 16 die einzelnen 
Summanden von Z t ausführlich discutirt worden sind. Dagegen treten 
in dem hier gewonnenen Ausdruck von' Z t andere Terme auf, die dem 
Hohlcylinder eigentümlich sind. Die erheblichsten derselben erhält 
man, wenn man für Z z eine angenäherte, aus den obigen Gleichungen 
folgende Formel nach dem Princip ableitet, dass von den Termen (13.) 
nur diejenigen, die in Bezug auf s die Dimension — 2 haben, 
beibehalten werden. Es entsteht auf diese Weise die Gleichung: 

(25.) Zt = ^±Jjx + ^±^Xy+^ + (a-2b)(Q l + Q i ). 

Der Ausdruck (a — 2b) (Qi + Qi), welcher zu dem in erster Annäherung 
(§ 5) geltenden Werth von Z z , 

A X+ Ä V+ C ' 

hinzutritt, ist bei dem Hohlcylinder verhältnissmässig beträchtlicher, 
als der bei dem vollen Cylinder gefundene Bestandteil Oter Ordnung 

von Z*. Da Q { und Q 2 der Grösse ^ proportional sind, so macht sich 

c 

der Einflu8s dieser Terme in einem um so höheren Masse geltend, je 
geringer die Wandstärke des Hohlcylinders wird. 

Die Grössen Qi und (? 2 8 * n <l lineare Functionen von t, da sie 

2t 
letztere Variable nur in dem Factor 1 — enthalten. Die Grösse r 

s 

durchläuft die Werthe von bis e, und zwar werden nach (14.), wenn 
s und z unverändert bleiben, durch t = und t = b je zwei gegen- 
überliegende Punkte der äusseren und der inneren Wandung bezeichnet, 

2t 

welche den Abstand c — c v von einander haben. Die Differenz 1 

1 s 

ist = +1 für t = und = — 1 für t = e. In der Mitte der Wandung, 

s 2t 
für t = ~ , ist 1 = 0; und für je zwei Punkte, welche von dieser 
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Mitte gleich weit entfernt sind, d. h. für r = ^ — t* und x = -r H-t', 

nimmt die genannte Differenz gleiche und entgegengesetzte Werthe 
an. Diese Eigenschaften tibertragen sich, gemäss (22.) und (23.), auf 
die Functionen Qi und <p 2 - I n der Mitte der Wandung verschwinden 
Q { und Q 2j und zu je zwei symmetrisch zur Mitte liegenden Punkten 
gehören gleiche und entgegengesetzte Werthe derselben. 

Im Abschnitt L wurde als charakteristisch für die Biegung ge- 
funden, dass die Kraft Z t in Bezug auf die als klein vorausgesetzten 
Grössen bis zur Dimension — 2 anwächst, während im Fall des Aus- 
zugs, der Torsion etc. des Stabes nur die Dimension — 1 vorkommen 
konnte. Der Umstand, dass hier Q x und ft die Dimension — 2 in Bezug 
auf £ haben, und das oben erwähnte Verhalten derselben beim Variiren 
von r weisen darauf hin, dass der Bestandtheil (a — 2b) (Qi + Qi) 
des Ausdrucks (25.) der Kraft Z, von einer secundären Bie- 
gung herrührt. Das Vorhandensein einer solchen Biegung abstrahirt 
man leicht aus der Anschauung. Man lege durch den Hohlcylinder 
zwei benachbarte, zu seiner Achse senkrechte Ebenen. Dieselben 
schneiden einen ringförmigen Körper aus, den man gewissermassen 
als einen kreisförmigen Stab ansehen kann, in sofern als nach der 
Voraussetzung die eine Dimension vorwaltet. Denn die Wandstärke 
c — Ci des Hohlcylinders wird als klein neben der Peripherie 2jcc des 
Querschnitts angenommen. Auf die Biegung, welche dieser ringförmige 
Körper durch die auf ihn wirkenden Kräfte erleidet, sind bis zu einem 
bestimmten Grade die Schlösse übertragbar, die im Abschnitt I. für 
den cylindrischen Stab abgeleitet wurden. Dem dort auftretenden Fac- 
tor -£ der Druckkraft Z t entspricht hier der Factor — der Functionen 

V c 

Q { und Q v Ebenso wie dort eine neutrale Schicht gefunden wurde, 
welche die Dilatation der einen Seite des Stabes von der Compression 
der anderen Seite schied, so wird auch hier in jedem einzelnen Binge 
durch die Gesammtheit der von der inneren und der äusseren Wan- 
dung gleich weit entfernten Punkte eine neutrale Schicht gebildet, für 
welche Q\ und Q 2 verschwinden. Diese neutrale Schicht giebt, wie oben 
gezeigt wurde, sowohl für Q { als für Q 2 den Uebergang von der Dila- 
tation zur Compression an. 

Von der Biegung, die ein kreisförmiger dünner King sonst erfah- 
ren würde, unterscheidet sich indessen die in Rede stehende secundäre 
Biegung des Hohlcylinders dadurch, dass die Seitenflächen der Binge, 
in die man sich den Hohlcylinder getheilt denkt, nicht frei sind, da 
die Ringe in einem ununterbrochenen Zusammenhang unter einander 
stehen. Während bei dem isolirten Ringe die in der Längsrichtung 
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auftretende starke Zug- oder Druck -Kraft eine Quercontraction (re- 
spective eine Vergrösserung des Querschnitts) hervorruft, die sich un- 
behindert vollziehen kann, hat bei dem Hohlcylinder die secundäre 
Biegung eine Einwirkung der einzelnen Ringe auf einander in der zur 
Cylinderachse parallelen Richtung zur Folge. Hieraus erklärt sich der 
Beitrag, welcher der Kraft Z z aus der secundären Biegung erwächst. 

Die secundäre Biegung wird bei jedem einzelnen Ringe theils 
durch die an seiner äusseren Oberfläche angebrachten Kräfte, theils 
durch diejenigen Kräfte hervorgerufen, welche auf die Flächenelemente 
der zur z- Achse senkrechten Querschnitte wirken. Den ersteren Kräf- 
ten entspricht der Term Q h den letzteren der Term Q { . Denn in (23.) 
kommen ausschliesslich die Entwicklungscoefficienten a' n , #,, /'„, & H der 
gegebenen Kräfte R und S (Gleichung (9.)) für das betreffende Argu- 
ment z vor. Die Summe Q { hängt dagegen nach (22.) von den Func- 
tionen F 9 G } Ui ab, welche die Hauptbiegung und die Torsion des 
Hohlcylinders an der betreffenden Stelle bestimmen. Es unterscheidet 

sieh also Q 2 in analoger Weise von Q u wie im § 13 der die Einwirkung 

22£ 

der Randkräfte darstellende Ausdruck <P X von den übrigen Sum- 

manden (Her Ordnung der Gomponente Z z . 



Abschnitt IV. 

Die angenäherten Differentialgleichungen für gewisse Fälle des 

ursprünglich gekrümmten Stabes. 



§ 22. Die Voraussetzungen der Beohnung; Transformation 

der Coordinaten. 

In den vorhergehenden Abschnitten wurde der betrachtete Stab 
als cylindrisch oder als nur wenig vom Cylinder abweichend (§ 8) 
vorausgesetzt. Auf einen Stab von gekrümmter Gestalt sind daher die 
bisherigen Rechnungen nicht anwendbar. Indessen lässt sich in ge- 
wissen Fällen, nach Einführung anderer Coordinaten, auch bei dem 
ursprünglich krummen Stabe die den obigen Entwicklungen zu Grunde 
liegende Methode benutzen, der zufolge die beträchtlichere Grössen- 
Ordnung der einen inneren Druckkraft zu Schlüssen in Betreff 
der Form der unbekannten Functionen und zu einer Zerlegung der 
allgemeinen Differentialgleichungen führt 

Die Gestalt des Stabes und die Richtungen der gegebenen Kräfte 
müssen, damit eine derartige Lösung möglich sei, bestimmten Be- 
dingungen genügen. Die Betrachtung soll hier auf die Fälle beschränkt 
werden, wo die zwei Voraussetzungen erfüllt sind: 

1) dass eine Ebene existirt, welche den Stab nach seiner 
Längsrichtung in zwei symmetrische Hälften theilt; 

2) dass alle äusseren Kräfte dieser Ebene parallel sind. 

Der ersten Voraussetzung zufolge wird die ursprüngliche Gestalt 
des Stabes durch eine ebene Curve angegeben. Man wähle die ge- 
nannte Symmetrie-Ebene zur yz-Ebene. Dann entspricht in der Anfangs- 
lage jedem Theilchen des Stabes mit den (rechtwinkligen linearen) 
Coordinaten x 9 y, z ein anderes mit den Coordinaten — x, y, z. Ferner 
ist die Coordinate x, der Definition des Stabes nach, stets eine kleine 
Grösse im Vergleich zur Längeneinheit. Die Coordinaten, welche die 
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Lage eines beliebigen Theilchens nach der Verrückung angeben, werden 
wiederum rc + g, y + rj 7 z + £ genannt. Von äusseren, der Masse pro- 
portionalen Kräften wird nur die Schwerkraft als wirkend angenommen, 
deren Richtung der — y- Achse parallel sein möge. 

Man erkennt leicht, dass durch die gemachten Voraussetzungen 
das Moment der Torsion bei dem gekrümmten Stabe, wie früher bei 
dem cylindrischen, überall nur verhältnissmässig kleine Werthe annimmt 
Denn da die ursprüngliche Stabform keine doppelte Krümmung auf- 
weisen, und die der x- Achse parallelen Componenten der gegebenen 
Oberflächenkräfte gleich Null sein sollen, so bleiben alle zur Torsion 
gehörigen Hebelarme Grössen erster Ordnung. Sobald man dagegen 
jene Voraussetzungen, oder auch nur die zweite, fortlässt, wächst das 
Torsionsmoment im Allgemeinen zu derselben Ordnung wie das Biegungs- 
moment an, so dass die durch die Torsion hervorgerufenen inneren 
Druckkräfte in ihrer Ordnung den auf die Biegung bezüglichen Druck- 
kräften nicht mehr nachstehen. Das Verfahren, das für die vorstehenden 
Rechnungen eingeschlagen wurde, beruht aber im Wesentlichen auf 
dem Ueberwiegen der Biegung über die Torsion. Hieraus erklärt sich, 
(^ass die obigen zwei Voraussetzungen geeignet sind, dasselbe auch für 
den gekrümmten Stab anwendbar zu machen. 

Um das Gleichgewichtsproblem für die bezeichneten Fälle des 
ursprünglich krummen Stabes zu behandeln, ersetzt man die Grössen 
y, z durch andere Coordinaten. Es müssen an Stelle der geradlinigen 
Coordinaten hier krummlinige eingeführt werden, weil eine dem 
Früheren analoge Classification der einzelnen Werthe nach Grössen- 
ordnungen nur möglich ist, wenn die Raumcoordinaten sich der ge- 
gebenen Gestalt des Stabes anpassen. Man wähle in der Anfangslage 
innerhalb der yz- Ebene eine Curve, deren sämmtliche Punkte zum 
Innern des Stabes gehören. Ein beliebiger Punkt derselben habe parallel 
der y- und der z- Achse die Coordinaten p und q\ die Gleichung der 

Curve möge durch 

g> (p, q) = 

bezeichnet werden. Construirt man in irgend einem Punkte den zur 
Curve normalen Querschnitt des Stabes, so sollen die Dimensionen der 
Schnittfläche stets klein sein. Ausserdem soll nirgends ein und derselbe 
Punkt des Stabes gleichzeitig zwei derartigen Normalschnitten an- 
gehören. (Hierbei ist jedoch in den Fällen, wo die Normalebene die 
Curve q> (p, q) = in mehr als einem Punkte schneidet, nicht von den 
entfernteren Schnittflächen des Stabes die Rede). Im Uebrigen bleibt 
die Curve g> (p, q) = beliebig. Es existirt, wie man leicht erkennt, 
immer eine ganze Schaar von Curven, welche die verlangten Eigen- 
schaften besitzen. 

10 
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Man betrachte in der Anfangslage zunächst einen in der yz-Ebene 
liegenden Punkt N, der zum Stabe gehört, und ziehe durch denselben 
die Normale zu der gewählten Curve q> (p, q) — 0. Diese Nonnale 



Fig. 8. , 



+]f-4disr 




tz-Adi$e 



möge die Curve im Punkte M, die z-Achse im Punkte N* treffen Die 
Strecke MN werde durch r, und der Winkel, den die Gerade Mf mit 
der Richtung der positiven z- Achse bildet, durch n bezeichnet Dann 
ist, der Voraussetzung nach, die Länge r (ebenso wie x) ein gegen die 
Längeneinheit kleiner Werth. Man rechnet r von M aus nach der 
einen Seite positiv, nach der anderen negativ. Die Coordinaten y, z 
des Punktes N stehen, wie unmittelbar ersichtlich, mit den Coordinaten 
p 9 q des Punktes M und den Grössen r, n in der Beziehung 

(i.) I y = p + ?* ian > 

\ z = q + r cos n. 

Es sollen nun an Stelle von y und z die Werthe r und n zur Be- 
stimmung der Lage des Punktes N benutzt werden. Die Grössen p 
und q sind bekannte Functionen von n allein, da zu der Relation 
9> (P> q) — * die aus der Betrachtung des Winkels der Normale fol- 
gende Gleichung 

dp 



dq 



= — cot n 



hinzutritt. Sind daher die Werthe von r und n gegeben, so kennt man 
durch (1.) auch die zugehörigen Werthe von y und z. Einen Punkt 
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des Stabes, der nicht in der yz-Ebene liegt, projicirt man auf letztere, 
worauf wiederum die Gleichungen (1.) zur Geltung kommen. Es werden 
also allgemein die 3 Coördinaten x, r, n zur Bestimmung eines beliebigen 
Punktes des Stabes angewendet. 

Die absolute Länge des Bogenelements der Curve q> (p, q) = 
werde ds genannt, so dass 

(2.) ds=^+)/dp* + dq* 

gesetzt wird. Dann bestehen, wie bekannt, für ein beliebiges n die 
Gleichungen 

/o\ dq dp 

(3.) am n = -~, cos n = — -f • 
v ' ds 7 ds 

Ferner wird die Krümmung der Curve g> (/?, q) = durch* den Quo- 
tienten — ausgedrückt, da du den Winkel zwischen zwei auf einander 

folgenden Normalen darstellt. Bezeichnet man also den Krümmungs- 
radius dieser Curve durch r, so ist 

(4.) T = £~ 

' dn 

Statt der Ausweichungscomponenten r\ und £ führt man zwei 
andere q und o ein, deren Richtungen mit der zu dem betreffenden 
Punkte gehörigen Richtung von r und der zu letzterer senkrechten 
Richtung übereinstimmen. Man setzt 



{r\ = q sin n — a cos n, 
g — q cosn + o sinn, 

{q = tj sin n + £ cos n, 
C = — tj cosn 



(5.) 
woraus 

\ / » ^ ~ ftrto "-f-£sinn 

folgt. Für n = 90° wird q mit 97, und mit £ identisch. Die Trans- 
formation entspricht der Drehung des Coordinatenkreuzes der yz-Ebene 
um den Winkel 90° — n in der von der positiven y-Achse zur positiven 
z- Achse fortschreitenden Drehungsrichtung. Die Richtungen des Bogen- 
elementes ds und der Ausweichungscomponente sind einander parallel. 

Man zerlegt in analoger Weise die gegebenen, auf die Oberfläche 
wirkenden Druckkräfte nach den Richtungen von q und 0. Die in 
diese Richtungen fallenden Componenten der genannten Kräfte mögen 
R und .v heissen, so dass die 4 Grössen F } Z, A, S durch die Glei- 
chungen 

{Y = R sin n — S cos w, 
Z = Ä cos» + 5 sinw 
oder 

10* 
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| Ä = Fsinn + 
^ \s = — Fcosn 



+ Z cos n, 

+ Z sin n, 

verbunden sind. 

Die Differentiation der Gleichungen (1.) nach r und n liefert, da 

p und # von r unabhängig sind, die Werthe 

dy dy dp , 

/ == sm tl -- = -^- + r cos n, 

tfr dn dn 



dz 



dz dq 



_ = cos n, -—- = -—. — r sm tl 
dr 7 dn dn 



oder, weil nach (3.) und (4.) 



4s 



ist, die folgenden: 



(9.) 



„ == — — cos n = — r cos n, 
dn dn 

dq ds . 

— - = — sin n = r sin n 



dy . dy , N 

.- = sinn, 3^ = — (r — r) cosn, 

dz dz , v 

— — cosn, dn ={T — r)smn. 



Differenzirt man sodann die Gleichungen (1.) nach y, so ergeben sich 

aus 

4 • dr . (dp . \ dn 

1 = sin n -T- + ~- + r cos w ) -3-, 
dy \dn ) dy 7 



die Relationen 



I = cos n — + ( -j 5 - — r sm n 
l dy \dn ) 



dn 
dy 



/dq .dp \ dr dq 

— - sin n — ■£- cos n — r 1 — -■ -?- — r sin w, 
\dn an / 



Nach (3.) ist 



( 



dn 
dp 



dq . 

-p- sinn — -£- cos 

dn an 



n — r) 



dy 
dn 
dy 



dn 



cosn. 



also 



dq sin n — dp cos n = ds, 



dq . dp ds 

-r- sin n cos w — r = - — r = r — r, 

an an dn 



und 



dg 



r sin 



. jinn = [ „ — r ) sinn = (r — r) sinn, 
dn \dn / v ' 

Durch Einsetzung dieser Werthe und Ausführung der entsprechenden 
Rechnungen für die Differentialquotienten nach z entsteht das Glei- 
chungssystem : 
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(10.) 



dr dr 

. = »in n f -3- = cos n, 
dtj 'dz ' 

dn cosn da sinn 



*fy r — r f dz x — r* 

Da ferner für eine beliebige Function <P die Gleichungen 

d<P dy_ , <** dz d$ 

dy dr dz dr d r f 

d$ dy d& dz d4> 

dy dn dz dn dn 

bestehen, so werden aus (9.) die Formeln 

d$ . . d$ d$ 

_- - sin n + j cos n = — , 
. dy dz dr ' 

(11.) ■ 






1 



cosn — Binn = — 



dy dz x — r dn 

erhalten. 



§ 23. Die auf die neuen Coordinaten bezüglichen inneren 

Druckkräfte. 

Nachdem die Grössen r, n, (), ö an Stelle von y, z, i], £ in die 
Rechnung eingeführt worden sind, sollen auch die inneren Druckkräfte, 
statt auf die y- und z- Achse, auf die Richtungen von r und ds (von q 
und 6) bezogen werden. Das Flächenelement, welches in einem be- 
liebigen Punkte des Stabes auf der Richtung von r senkrecht steht, 
werde durch eine Druckkraft in Anspruch genommen, deren Compo- 
nenten parallel der a:-, y-, *-Achse gleich X r , F r} Z r sind. Die Projec- 
tionen der nämlichen Kraft auf die zu q und 0. parallelen Richtungen 
nennt man R r und S r . Ferner habe die Druckkraft, welche in dem 
betrachteten Punkte auf das zu (zu ds) senkrechte Flächenelement 
wirkt , parallel den genannten 5 Richtungen die Componenten 

Man will die Formeln für diese Componenten ableiten und speciell die 
Kräfte Ä r , Ä, R t} X n X» durch g, q } <j, x, r, n ausdrücken. 

Die Werthe von X n F n Z r und X g7 Y tJ Z t ergeben sich aus den 
in der Einleitung bewiesenen Gleichungen (6.). Die .Winkel, welche 
die Richtung von r mit der positiven x- 7 y-, z-Achse bildet, sind gleich 
900, 90° — w, n, und die entsprechenden Winkel der Richtung von 
und ds gleich 90«, 180° — n, 90° — u. Folglich erhält man 
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X r = X 9 sin n + X t cos », 

jr r = y v gin n+ V, cos n, 
Z,. = Z, sin n + Z, cor n, 

JP« — — Jr f cos n + JT, sin n, 
F, = — Y 9 cos » + Y» sin n, 
Z, = — Zi cos n + Z, sin w. 

Sodann bestehen zwischen Rr, S n Y rj Z n respective R tJ S t1 Y s , Z, die 
zu (8.) analogen Gleichungen : 

Ar = Y r sin n + Zr cos n, 

£. = — Y r cos n + Zr sin n, 

Ä, — Y» sin n + Z, cos n, 

5, = — Y, cos n + Z, sin tu 

Durch Einsetzen der soeben erwähnten Werthe von Y n Z r , Y $) Z a findet 
man daher für Ä-, S„ R, die Ausdrücke: 

/k = y 9 sin 2 n + Z M cos* n + 2JP, sin n cos n, 

5, = Y 9 cos 2 » + Z t sin 2 n — 21^ sin n cos«, 

ß r = S r = (Z t — Y 9 ) sin h cosn -f JK, (sin 2 n — cos 2 n). 

Es bleibt übrig, dieselben als Functionen der neuen Coordinaten allein 
darzustellen. 

Die Componenten Y„ Z,, Y, sind nach (7.), (8.) der Einleitung 
gleich den Werthen 

Y, = (a — 2h)& +2b 



{ 
{ 



dt] 



Z. = (a — 2b)& +2h -J, 

dz 



fd V d£\ 
\dz* dy)> 



wo 0- die kubische Dilatation 

dx "*" dy "*" dz 

bedeutet. Man hat hierin die Grössen r, n, p, o mittelst der Sub- 
stitutionen (1.) und (5.) einzuführen. Es ist jedoch zu beachten, dass 
wenn zunächst nur die Gleichungen (5.) angewendet werden, die Eli- 
mination der Variablen y und z aus den obigen Ausdrücken von R n 
S„ R, sich in besonders einfacher Weise mit Hilfe der Formeln (11.) 
bewirken lässt. Man gewinnt dann die Gleichungen 
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A. = a$ + (a-26){^ + 



dx 



(13.) 






Rt ^ S r sss b 



dö 
— + - 



^(i-)i- 






deren rechte Seiten ausschliesslich die Variablen x, r, n, g, (>, <j 
enthalten. 



Um die Formel für X 



2^— (a— 2&)# + 2& 






auf die neuen Coordinaten zu reduciren, hat man nur den Werth (12.) 
für & einzusetzen. Endlich sind in die für X r und X 9 entwickelten 
Gleichungen 

X r — X v sin n + X M cos n, 

X, — — JT y cos n + X sin n 

die Werthe 

*-»(:+Ä).*-»(ä+f) 

zu substituiren, worauf theils die Formeln (11.), theils die Formeln 
(6.) zur Anwendung kommen. Auf diese Weise findet man: 

( A _.« +( ._^jj + _j_(-_,)i, 



(13.) 



X r = Ä* 



\dr i " dxj' 






Die Gleichungen (13.) und (14.) geben die Ausdrücke der 6 inneren 
Druckkräfte für das neue (variable) Coordinatenkreuz an ; sowohl diese 
Kräfte selbst, als auch die Normalen der Flächenelemente) auf die sie 
wirken, sind der Richtung von x 9 von r oder von ds parallel.*) 



*) Die Formeln, durch welche die Druckkräfte und die Differentialgleichungen 
des isotropen Mediums auf die allgemeinen orthogonalen Coordinaten zurück- 
geführt werden, sind zuerst von Lama hergestellt worden; man vergleiche sein 
Werk: „Coordonnees Curvilignes", Paris, 1859, Lecons XV und XVI. Eine Ver- 
einfachung der Lamä'schen Rechnungen hat der Verfasser in Schlömilch's Zeit- 
schrift ftir Mathematik, Jahrgang 19, 1674 („Ueber die Herstellung des Ausdrucks 
AF etc. 4 *) angegeben. Andere, auf die Variationsrechnung gegründete Ab- 
leitungen der genannten Formeln sind von G. Neu mann (in dem Grelle -Bor- 
chardt'schen Journal, Bd. 57) und von Borchardt(in demselben Journal, Bd. 76) 
veröffentlicht worden. 
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Man hat, wie früher, zwischen den Normalkräften, die hier durch 
X x , B r , S s vertreten sind, und den Tangentialkräften X n X t , R, zu 
unterscheiden. Die Formeln der ersteren enthalten allein die Diffe- 
rentialquotienten — * f -£- f — , die der letzteren allein die übrigen Diffe- 
rentialquotienten von g, q, 6. Ausser den Differentialquotienten der 
Verschiebungen kommen in (13.), (14.) auch die Grössen q und 6 selbst 
vor, und zwar q bei den Normalkräften und o bei der Tangentialkraft 
R s , während in den entsprechenden Formeln des cylindrischen Stabes 
die Verschiebungen nur als Differentiale enthalten sind. Es ist ferner 
zu erwähnen, dass wenn an einer Stelle des Stabes die Krümmung 
gleich Null ist, man zunächst gemäss (4.) den Werth ds für tdn ein- 
zuführen und dann t = oc zu setzen hat 

In den Gleichungen (11.) der Einleitung sind diejenigen Ver- 
schiebungen bezeichnet worden, die eine Bewegung des starren Körpers 
darstellen, und die folglich hier, wo es sich nur um die Deformation 
handelt, als willkürlich anzusehen sind. Man legt diese Ausdrücke, die 

£ = Oo + bz — cy, 

q = b + C# — az, 

£ — Co + ay — bx, 

lauten, zu Grunde, um mittelst der Gleichungen (6.), 

q = fj sin n + £ cos n, 

ö = — tj cos n + £ sin n, 

die correspondirenden willkürlichen Werthe von q und a herzustellen. 
Gleichzeitig hat man für die Variablen y und z die Werthe (1.) 

y = /? + r sin n, z = q + r cos n 

einzusetzen. Dann ergiebt sich, dass bei dem Gleichgewichtsproblem 
des betrachteten krummen Stabes die unbestimmt bleibenden Bestand- 
teile der Verschiebungen g, q, o durch die Summen 

§ — Oo + bq — tp + (b cos n — c sin n) r, 

q = b sin n + c cos n 
(15.) \ -f a(/?cosn — q sinw) — (bcosw — csinw)*, 

a = — b co8tt -f- Co sinn 

+ G(r + p sinn + q cos n) — (b sinn + c cosk).t 

dargestellt werden , in denen Oo, b , Co, a, b, c willkürliche Constanten 
bedeuten. 



{ 
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§ 24. Classification naoh Grössenordnungen ; die Gleichgewichts- 

bedingungen des starren Systems. 

Da die Goordinaten x und r eines beliebigen Punktes des Stabes 
als klein gegen die Längeneinheit vorausgesetzt werden, so kann man, 
wie im § 2, alle in der Rechnung vorkommenden Werthe nach Größen- 
ordnungen eintheilen. Hierbei werden x und r als Grössen der Ord- 
nung 1 gerechnet, während sinn, cosw, sowie die von n allein ab- 
hängigen Werthe p } q 9 r die Ordnung haben. 

Man lege durch den beliebigen Punkt M der Curve <p (p, q) = 
die zu letzterer senkrechte Ebene und bezeichne, analog dem Früheren, 
den Inhalt der Querschnittfläche, in welcher die Ebene den Stab schnei- 
det, durch C. Dann ist C eine Grösse zweiter Ordnung. Der Quer- 
schnitt des Stabes wird, abgesehen von den Festsetzungen des § 22, als 
in beliebiger Weise variabel angenommen, so dass C eine Function 
von n ist. Der Schwerpunkt der genannten Querschnittfläche habe, 
von M aus gerechnet, die zur Richtung von r parallele Coordinate r. 
Ferner mögen die Trägheitsmomente dieser Querschnittfläche, die sich 
auf eine durch M gehende und zu r, respective zu x parallele Drehungs- 
achse beziehen, dureh A und B bezeichnet werden. Man setzt also 

(16) I/A 1 *»*-^ ffr 2 dxdr = B, 
\ffdxdr=C, ffrdxdr=Ct, 
wo die Integrationen sich über den betrachteten Querschnitt erstrecken. 
A 9 B 7 x sind ebenfalls gegebene Functionen der Variable n, und zwar 
gehören A, B zur 4ten^ und r zur lsten Ordnung. Da nach der Voraus- 
setzung die yz- Ebene in der Anfangslage den Stab in zwei symme- 
trische Hälften theilt, so bestehen für ein beliebiges n, wenn man über 
den zur Curve q> (p, q) = normalen Querschnitt integrirt, die Glei- 
chungen: 

(17.) ffxdxdr = 0, f/xrdxdr = 0. 
Denn die Integralelemente, die zu je zwei symmetrisch gelegenen 
Punkten x, r, n und — x, r, n gehören, heben sich gegenseitig auf. 
Die erste der Gleichungen (17.) sagt aus, dass die Gerade, in welcher 
die yz- Ebene den betreffenden Normalschnitt schneidet, den Schwer- 
punkt desselben enthält, und die zweite, dass diese Gerade eine der 
Hauptträgheitsachsen des Normalschnitts ist, was sich aus der Symme- 
trie der Figur ohne Weiteres ergiebt 

Von den gegebenen Oberflächenkräften wird nach § 22 die Com- 
ponente X gleich Null angenommen. Die übrigen Componenten F, Z, 
und daher auch Ä, S, gehören (§ 2) zur Ordnung 0. 

Im § 1 wurden die 6 Gleichgewichtsbedingungen des starren Sy- 
stems für den einen der zwei Theile entwickelt, in welche der cylin- 



(19.) 
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drisohe Stab durch einen beliebigen Normalschnitt zerlegt wird. Die 
entsprechenden Gleichungen sind für den krummen Stab aufzustellen. 
Man betrachte den Abschnitt, welcher zwischen der obenerwähnten 
Normalebene durch den Punkt M und dem einen Stabende liegt In 
den 6 Gleichgewichtsbedingungen für denselben kommen ausser den 
gegebenen Kräften die Componenten Ä tJ R tJ S, vor. Die Bedingung, 
dass die der x- Achse parallelen Componenten die Summe haben, 
reducirt sich, da X — ist, auf die Gleichung 

(18.) ffx t dxdr = 0, 
wo die Integration über den Querschnitt auszudehnen ist Man setzt 
sodann die Summe derjenigen Componenten gleich Null, welche der 
zu M gehörigen Richtung von r, respective von ds } parallel sind. Man 
hat zu diesem Behuf einerseits die Kräfte — R ty — S, über den Quer- 
schnitt, andererseits die in (8.) angegebenen Componenten R, S ober 
den betrachteten Theil der Staboberfläche zu integriren; die Grösse n 
gilt hierbei für constant Ausserdem treten die Componenten der 
Schwerkraft hinzu. Zur Abkürzung bezeichne man durch g und h die 
Ausdrücke 

sin nfY dT + cos nfz dT — T sin nfdm = g , 

— co%nfYdT + sin nfZdT + rvo%nfdm = h } 
in denen F die Constante der Schwerkraft, dT das Oberflächenelement, 
dm das Ma&senelement bedeutet, und die Integrationen sich auf die 
Oberfläche, respective die Masse des in Rede stehenden Stababscbnitts 
beziehen. Dann erhält man als zweite und dritte Gleichgewichtsbe- 
dingung die Gleichungen: 

(20.) (//>**-#> 
\jJS t dxdr = h. 

Die Grössen g und h sind gegebene Functionen von n, die sich (ana- 
log zu § 1) aus Summanden der lßten und 2ten Ordnung zusammen- 
setzen. 

Bei den Bedingungen für die Kräftepaare wird M als der Punkt 
genommen, von dem aus die Hebelarme gemessen werden. Man zieht 
von M die Parallele zur x- Achse, sowie die in die Richtung von r 
und ds fallenden Geraden. Dann mögen durch G 9 F, ff die resul- 
tirenden Drehungsmomente bezeichnet werden, welche die gegebenen, 
auf den Stababschnitt wirkenden Kräfte in Bezug auf die genannten 
drei Geraden als Drehungsachsen haben. Die Gleichgewichtsbedin- 
gungen für die Kräftepaare lauten hiernach: 

lffxS,dxdr = F, 

(21.) \ffrS.dxdr—G 9 

I ff(xR t — rX t ) dxdr = ff. 
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Die Ausdrücke der Grössen F> £, H (als bestimmte Integrale) sollen 
hier nicht ausführlich wiedergegeben werden, da sie den Werthen F } 
G y H im § 1*, respective im § 8, analog gebildet sind. Was die Ord- 
nungen derselben anbelangt, so gehören die beträchtlichsten Bestand- 
teile von F und H der 2ten , die beträchtlichsten Bestandteile von G 
der lBten Ordnung an. Denn da nach der Voraussetzung X = 0, 
also alle gegebenen Kräfte zur yz- Ebene parallel sind, so haben 
die Hebelarme bei zweien der obigen drei Drehungen die Ordnung 1; 
nur bei der Drehung um die Parallele zur x- Achse kommen Hebel- 
arme von der Ordnung der Längeneinheit zur Geltung. Man setzt 
ferner 

9 = 9\ + 9* * ■— *t + *ii 

F = Fi + Fi , G = Gi + G% + £ 3 , H '= H\ + ff 2} 

indem man in g u h u G x die Glieder ister Ordnung von g, h, G zusammen- 
fasse und durch g ly h 2j F u G i9 H x die Bestandtheile 2ter Ordnung von 
g, A, F } G, H y durch F 2} G 3 , H 2 die übrigen Bestandtheile von F } G } H 
bezeichnet. 

§ 25. Die Form der Functionen g, q 9 ö. 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen, welche im vorigen Paragra- 
phen für den durch eine beliebige Normalebene begrenzten Abschnitt 
des Stabes abgeleitet wurden, zieht man, wie im § 2, Schlussfolgerungen 
in Betreff der Ordnungen der inneren Druckkräfte. In den Gleichungen 
(21.) sind die Componenten X„ Ä„ S» mit den Hebelarmen l 8ter Ord- 
nung x 7 r multiplicirt, und die links stehenden Integrale erstrecken 
sich über die zur 2ten Ordnung gehörige Querschnittfläche. Da nun 
ausserdem die Ordnungen der rechten Seiten dieser Gleichungen be- 
kannt sind, so kann man gewisse Ordnungen, welche die genannten 
Componenten zum Mindesten annehmen, ermitteln. Die Function G 
ist nach § 24 von der Ordnung 1; also muss die Kraft S„ damit das 
in der zweiten Gleichung (21.) vorkommende Integral jJ*rS t dxdr 
gleich G sein könne, die Ordnung — 2 erreichen. Das Torsionsmoment 
H hat in Folge der Voraussetzungen des § 22 die Ordnung 2; daher 
ergiebt sich aus (21.) — und ebenso aus (20.) — für die Componenten 
X, und R, nur die Ordnung — 1. Man schiiesst ferner analog zu § 2, 
dass auch in Betreff der 3 übrigen inneren Druckkräfte X XJ R n X r 
kein Umstand vorliegt, der für dieselben eine ebenso beträchtliche 
Grössenordnung wie fiir S, forderte. 

Aus den Ordnungen der inneren Druckkräfte sucht man nun, 
in ähnlicher Weise wie bei dem cylindrischen Stabe, Aufschluss über 
die Form der unbekannten Functionen , durch welche die Verschie- 
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bungen dargestellt werden, zu gewinnen. Man stellt sich, im Einklang 
mit den obigen Erwägungen, die Aufgabe, eine Lösung der Differential- 
gleichungen abzuleiten, bei welcher die Kraft S» von' beträcht- 
licherer Grössenordnung als alle übrigen inneren Druckkräfte 
ist, indem sie allein die Ordnung — 2 annimmt. Wie die folgenden 
Entwicklungen zeigen, existirt in der That eine derartige Lösung, durch 
weiche sowohl die Gleichungen für das Innere als die Oberflächenbe- 
dingungen befriedigt werden. Und da das Problem nur eine eindeutige 
Lösung zulässt, so wird die hier aufgestellte Bedingung durch das 
schliesBlichc Resultat der Rechnung verificirt. 

Es sollen zunächst die Normalkräfte X X} R n S« betrachtet wer- 
den, für die nach (13.) und (14.) die Formeln 



• r ' — E + 



<«-»>l2+.4- P (S-0l- 

bestehen. Um die Forderung, dass nur S t die — 2te, die übrigen 
Componenten eine höhere Ordnung haben, zu verwerthen, wendet man 
für die Verschiebungen g, p, ö, wie früher für g, tj, £, eine Substitution 
an, welche ihre einzelnen Summanden in Bezug auf die Grössenord- 
nung unterscheidet Man setzt 



( g = lh + V<t + «o + u, 
\Q = 



(22.) { Q = V X + J\ + v + v, 



indem man durch U i9 r, , W\ diejenigen Bestandteile der Functionen 
g, q, ö, die zu einer beträchtlicheren Ordnung als der — lten gehören, 
bezeichnet, ferner durch # 2 , F 2 , J9\ die Bestandteile — lter, durch 
"ti> v o, w o die Bestandtheile (Her Ordnung derselben. Die Grössen u, 
v, w enthalten die Tenne positiver Ordnung von g, q, ö. 

Der Bestandtheil — 2ter Ordnung der Componente S 9 werde J 
genannt. Sodann sollen der Abkürzung halber diejenigen Summanden 

von l — q j, deren Ordnungszahl eine grössere negative Zahl als 

— 1 ist, in gl, die übrigen in %2 zusammengefasst werden, so dass 



w i=? (£-*>-* + * 



gesetzt wird. 

Man trennt nun auf den rechten Seiten der obigen Gleichungen 
für X x , R r , S g die Glieder, die der — 2ten oder einer niedrigeren Ord- 
nuug angehören, von den übrigen, wobei zu beachten ist, dass die 



I 



* 1— E 
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Diäteren tialquotienten — -, — -, --— 2 , — - die Ordnung — 2 annehmen. 

Dann erhält man in Folge der Bedingung, dass S, allein die Ordnung 

— 2 erreichen soll, die (zu (17.) des § 3 analogen) Gleichungen 

.ta+m + (._») jiffi±a +i[ ,j_o, 
» + (.-»)|'-a±«» + «V-«|-/, 

aus denen sich die Werthe 

tf (tfiJ-J^) = d(V t + V 2 ) / 

dx dr E v * 

u- 

ergeben. Zwei der letzteren 3 Gleichungen gestatten eine weitere Zer- 
legung. Denn die Grössen /, -p, -p sind ihrer Definition nach von 

der — 2ten Ordnung, während die Tenne ron -j-i und -p , falls sie 

von Null verschieden wären, einer beträchtlicheren Ordnung als der 

— 2ten angehören müssten. Daher entsteht das Gleichungssystem : 

<H> f = § -• 

{2b ' } dx~ dr - & Xl - E* 

Ferner erhält man, weil X r keine niedrigere Ordnung als die 

— lte haben soll, aus dem Ausdruck (14.) der genannten Componente 
die Gleichungen: 

Durch Differentiation der Gleichung (26.) nach r und nach x und An- 
wendung der Gleichungen (24.) findet man dann 

cPU x d*V x 



dr 2 dx 2 



0. 



Dies zeigt, dass die Grösse ü u die nach (24.) nur von r, n abhängt, 
eine lineare Function von r ist, und ebenso V x eine lineare Function 
von x. Nach Berücksichtigung von (26.) gelangt man daher zu den 
Gleichungen 
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(28.) U l =St + Wlr J F t =£ — SJ&, 

wo St, 2, 3R Functionen von n allein bedeuten. Der Definition von 
ü u V x zufolge können die Summanden von Ä und 2 die Ordnungen 
— 2, — 3 etc. , die Summanden von 3R die Ordnungen — 3, — 4 etc. 
annehmen. Um für das Folgende eine genauere Bezeichnungsweise 
zu haben, setzt man 

(29.) St = St i +St 2 , 2 = 24+82, SR — SRt + aR*. 

Hierin sollen ß^ $2 die Bestandteile — 2ter Ordnung von ft, 2, ferner 
9tt 2 den Bestandteil — 3ter Ordnung von 9R bedeuten, während die 
Terme von erheblicherer Ordnung respective in 5t t , 2i, 2Ri zusammen- 
gefasst werden. 

Aus den in (13.) und (14.) angeführten Formeln der Tangential- 
kräfte R, und Ä„ 

' \dx x — r dn 

leitet man zunächst eine Gleichung ab, in welcher die Variable c nicht 
vorkommt. Die nach r, bezüglich x, differenzirten Werthe 

1 dX t <Pö , 1 <Pg , 1 d£ 
ft rfr dortfr r — r dlrd» (t — r) 2 tfn' 

1 rfÄ, d*0 



+ - 
fr d# dkdr t 



1 / <*»(> , d*\ 



werden von einander subtrahirt, und der Differentialquotient — durch 

X, ausgedrückt Dann ist ö eliminirt, und man erhält nach Multipli- 
cation mit (t — r) 2 die Gleichung 



fr— r) 2 (dX t dRA.r—r _ 

~b~\~df r dx) + T At - 
±{J r) \drdn dxdnj' 



dn 

welche zu einer Relation zwischen den Functionen St { und 9R führt. 
Da dem Obigen zufolge die Componenten JT f , R, die Ordnung — 1, 

ihre Differentialquotienten -p, -^ die Ordnung — 2 haben, so kann 

auch die rechte Seite der letzten Gleichung keine Glieder von erheb- 
licherer Ordnung als der — 2ten enthalten. Aber nach (22.), (28.), 
(29.) ist 
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*t ~ '\drdn dxdnj 

2 dftt %x m 2 d(Ui + «o + «) 
dn dn dn 

"•"'"ST 4 " 1 * - r) i Ä^*J ^*i I' 

in welchem Ausdruck die Functionen -^ und -r- ausschliesslich aus 

dn dn 

Summanden der — 3*©», — 4ten etc. Ordnung bestehen, während die 
übrigen Terme zu der — 2ten oder einer höheren Ordnung gehören. 
Folglich sind $t { und 9R durch die Gleichung 

(30.) ^ + r§^ = 
x ' dn dn 

verbunden. 

Man setzt sodann in die Formel der Gomponente X t die Werthe 

(22.) für g, q und ö ein, wodurch die Gleichung 

ft * dx x — r dn 

d(tV +tv) 1 <*(%+KQ+tt) 

dir t — r dn 

entsteht. Nun haben die Grössen 

x d(w +w) 1 d(Ui+u<> + u) 

*' dx ' x — r dn 

die — lte oder eine höhere Ordnung. Also müssen die in der Summe 

d{W x + W\) 1 dU, 

dx x — r dn 

enthaltenen Terme der — 2tenj — 3ten etc. Ordnung für sich verschwin- 
den. Nach (28.), (29.), (30.) ist 

1 dU t = _ dJBt 1 dft, 



x — r dn dn x — r dn 9 

1 dSt* 

und in dem Ausdruck -f^ gehört nach Substitution der Reihe 

x — r dn 



1 Irr 2 

= — + -= + ni + ... in inf. 

— r x x l x* 



nur das Anfangsglied — -^ zur Ordnung — 2. In — -- sind alle 

dW 
Summanden von der — 2ten Ordnung, in — j-i alle von einer niedri- 

geren Ordnung als der — 2ten, wie aus den Definitionen von W x und 
W\ folgt Daher ergeben sich die Gleichungen 



160 § 25, 31. 



I 
I 



dx dn 9 

djf\ \d^ = 
dx x dn ' 



oder 



(31.) 



l*— 7$*+* 

wo Vi und iP 2 nur von r und n abhängen. 

Endlich transformirt man, um die Functionen ¥ { und y 2 näher 
zu bestimmen, die Formel für die Componente R t ebenfalls mittelst 
der Substitutionen (22.) und der letzterhaltenen Gleichungen. Für den 

T— — T 

Ausdruck — — R t findet man durch (13.) und (22.) die Gleichung 
-£-*'- (T_r) Tr + * + * 

+ y z — r ) dr 1 ^ + "% + *>* + *>> 

und da /?, die Ordnung — 1 hat, so müssen die Bestandteile — 2ter y 
— 3ter ? etc. Ordnung der Function 

v ' dr dn 

gleich Null sein. Aber nach (28.) und (31.) ist 

v J dr dn 

dV x . d& . m <«Pi , , . dW 2 
x •—*■ + — - + ?Pi — r — -i + (t — r) — \ 
dr dn g dr v / dr 

Während die Grösse iP 2 , als ein Theil Ton W t , zur Ordnung — 1 ge- 
hört, haben die Summanden von W x die — 2te oder eine niedrigere 
Ordnung. Man substituirt in Folge dessen 

*i — Va + ?«-i + • • • + V>* + V* > 
indem man durch y> 2 den Bestandtheil — 2ter ? durch tp s den Bestand- 
theil — 3ter, etc. durch tp a den Bestandtheil — ater Ordnung von V x 
bezeichnet. Dann erhält man 

( T _ r) £Ä + ^) + ^L+^ 

v ' dr dn 

T d(V>a + --- + V>2) + ä& 
dr dn 



J 
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In letzterem Ausdruck ist der Terra r -ZI von der Ordnung — (a + 1), 

dr 

also von beträchtlicherer als tp a) r -Jl? und die von tp a _ n ... tfa, iP 2 

dr 

abhängigen Summanden. Hieraus folgt, dass _? von r unabhängig 

dr 

ist Denn r _r muss entweder gleich Null sein oder sich gegen einen 

dr 

d& 
Bestandteil der nur von n abhängigen Function — fortheben. Die 

Grösse ip a ist also eine lineare Function von r. Man setzt 

wo g a , 1) a Functionen von n allein sind, und g a die Ordnung — (a + 1), 
§ a die Ordnung — a hat Zur Ordnung — a gehören, abgesehen von 

dSi <ty«— i 

einem Bestandtheil von — , nur die Ausdrucke r — - — . w„ und 

dn 7 dr y ra 

dip a 
r-r-; und da die letzte Gleichung die Beziehung 

ergiebt, so ist auch — - — eine Function von n allein, also tp a — x eine 

lineare Function von r, die durch fla— i r + ^e-i bezeichnet werden 
möge. Der gleiche Schluss wiederholt sich für alle folgenden Glieder 
V> a — 2 > • • • • *pj UI *d endlich auch für ?P 2 5 denn der zur Ordnung — 2 

gehörige Term *—r^ muss sich gegen eine von n allein abhängige 

Function, nämlich gegen ipi — r "d un( * e * nen Bestandtheil von -- > 

fortheben. Somit ist bewiesen, dass die beiden Grössen W { und W 2 
lineare Functionen von r sind. Man setzt daher 

(32.) Ft— dr + ftt, y 2 -®ir + &, 

wo @o $u @2> & nur von n Abhängen. Die Grösse § 2 hat die 

— Ite, © 2 die — 2te Ordnung; in § t ist die Ordnung aller Summanden 

niedriger als die — lte, in ® { niedriger als die — 2te. 

Die Function 

A d(W x + W t ) dV t 

(T r) dr + dn + Wu 

welche sich dem Vorhergehenden zufolge auf die Ordnung — 1 redu- 

ciren soll, nimmt durch (32.) den Werth 

d& 
t®, +^ + 6i+(r-r)® 2 

ll 
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an. Hierin ist allein der Term r © 2 von der Ordnung — 1 ; alle übri- 
gen Glieder geboren zu niedrigeren Ordnungen. Abo ergiebt sich die 
Gleichung 



oder 



t(© 1 + ©,) + ^ + 6 1 = 
(33.) $ 1 =_g-r(® l + ® 2 ). 



Indem man die Werthe (32.) und (33.) in die Gleichungen (31.) 
einsetzt, findet man für W x und W^ die Ausdrücke 

in denen ftj, 2, 9R> ©i> ©i, J&j unbekannte Functionen von n allein sind. 



§ 26. Die Functionen J 9 {/„ F 2 . 

Die letzte der Gleichungen (25.) 

J 

stellt die Beziehung dar, in welcher der zur Ordnung — 2 gehörige 
Bestandteil / der Kraft S» zu den Verschiebungen steht Die Grösse 

X\ wurde in (23.) als derjenige Bestandteil von — — f — q) defi- 

nirt, welcher die Summanden von niedrigerer als der — lten Ordnung 
umfasst Die obige Gleichung zeigt, dass j&, ebenso wie J, die Ord- 
nung — 2 hat. Multiplicirt man also (23.) mit r — r, so hat auf der 
rechten Seite der hierdurch entstehenden Gleichung 

-^-— «> = Zi*— X\r + Xt(j — r) 

das Glied X\ T al^in eine erheblichere Ordnung ak die — lte. Die 
linke Seite derselben geht aber durch (22.) in die Summe 

dW 
über, in welcher nur -^ und V x von niedrigerer Ordnung als der 

— lten sind. Daher findet man 






und folglich 
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Aus (35.) erhält man, wenn für F lf H\ die Werthe (28.), (34.), 
und gleichzeitig für 2, 3R die Werthe (29.) 

2 = 2 t + 22, m = aKt+aRa 

substituirt werden, die Gleichung 

(# + *). + 3,-© + * + 3?>i. 



+ 

Hierin sind die Tenne 



von niedrigerer Ordnung als der — 2ten ? die Grösse -= von der 

— 2ten- ferner können nach der Definition von © t in dem Produkt 

-r-i r Summanden der Ordnungen — 2 , — 3 etc. vorkommen, während 

die übrigen Glieder der rechten Seite theils zur — 2ten, theils zu einer 
höheren Ordnung gehören. Der Forderung , dass die Bestandtheile der 
rechten Seite von beträchtlicherer Ordnung als der — 2ten sich gegen- 
seitig aufheben, kann aber für beliebige Werthe von x, r, n nur in 
der Art genügt werden, dass die obigen Factoren von x und r für 

sich verschwinden. Man folgert daraus zunächst, dass -j-^r aus- 

schliesslich Tenne der — 2ten also -r-* ausschliesslich Tenne der 

7 dn 

— 3ten Ordnung enthält Ausserdem ergeben sich die Gleichungen 

(36.) ^ + 3^ = 0, 

so dass für /, nach Einführung der abgekürzten Bezeichnungen 

die Gleichung 

(39.) j-l[ik + t£r-£} 
entsteht 
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Die auf U 2 und V 2 bezüglichen Rechnungen sind denen analog, 
welche im § 3 für die daselbst vorkommenden Grössen U 2) V 2 ange- 
stellt wurden. Die drei Gleichungen (25.) und (27.), die fttr U 2 und 
V 2 gefunden wurden, lauten nach Berücksichtigung von (39.) 

+ fi = 0. 
dr dx 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt 

_ E (Mx* d© t \ , x 

'.- -£<** + $ £-!»■) + *<*•* 

wo I7 t nur von r, n, und 77 2 nur von x, n abhängt Durch Substitu- 
tion dieser Weiche von U 2} V 2 in die dritte Gleichung erhält man 

E_ d® ix , dll 2 (x 9 n) _ E ^ tfff t (r, n) 

E x r dn dx E v x dr 

Da hier die linke Seite nicht von r, die rechte nicht von x abhängt, 
so sind beide gleich einer Function von n allein, die durch % x be- 
zeichnet werden möge. Aus den Gleichungen 

«Mfcfo») _ . <? , E d® t 

werden dann die Werthe 

Ufa») Xs+^^+%, 

n,{x,n)= + <Z lX + — — -+& l 

abgeleitet, in denen ^ und D t Functionen von n allein bedeuten. 
Auf diese Weise findet man für U 2 , V 2 die Gleichungen: 

( TT E /*, X * ^ I tf ®i T \ Q- . CD 

\ Ui = ~ E^W— %- +-^xr-Lx)-X ir + %, 

(40#) \ v E (d®i r*—x* , „ r \,~ _,_ 

\ h eZ{-*T - r -+M*r-Lr)+%x + £l l . 

Von den Grössen ^ l9 £},, % gehören die beiden ersteren, wie aus 
der Definition von U 29 V 2 folgt, zur Ordnung — 1, dagegen % x zur 
Ordnung — 2. 
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§ 27. Bestimmung der Functionen £,, 2R, © t . 

Durch die vorstehenden Entwicklungen sind die Werthe von 

0» U* Fi, F„ W u W\ 
so weit bestimmt worden, dass nur die von n allein abhängigen Func- 
tionen, welche in (28.), (34.) und (40.) vorkommen, unbekannt geblieben 
sind. Von letzteren kann man nun die Functionen 2t, 3Jt f ® u deren 
Ordnungszahl eine grössere negative Zahl als — 2 ist, dadurch er- 
mitteln, dass man die bisher gewonnenen Ausdrücke in die Gleichge- 
wichtsbedingungen (20.), (21.) des § 24 einsetzt Die Rechnung ist der 
im § 5 angestellten ganz analog; man gelangt durch dieselbe, wie bei 
dem cylindrischen Stabe, zu einer ersten angenäherten Lösung. Aller- 
dings ist die Form der Differentialgleichungen, welche sich für die un- 
bekannten Functionen ergeben, hier zum Theil eine andere, als im 
§ 5; es ist zu beachten, dass die Bewegungen des starren Körpers, 
welche willkürlich bleiben müssen, in den krummlinigen Coordinaten 
durch die Ausdrücke (15.), § 23, dargestellt werden. 

Von den Bedingungen (20.), (21.) sollen die auf die Gomponente 
S $ bezüglichen 

ffxS>dxdr = F, 

ffrS $ dxdr=G, 

ffs.dxdr = h } 

angewendet werden. Man betrachtet in den 2 ersten dieser Gleichungen 
die Terme lster ? in der dritten die Terme Oter Ordnung. Da der Be- 
standtheil — 2ter Ordnung von S t durch /, der Bestandtheil Ister Ord- 
nung von G durch G x bezeichnet wurde, und F zur 2ten ? h zur lsten 
Ordnung gehört, so gelangt man zu den 3 Gleichungen 

IffxJdxdr = 0, 
ffrJdxdr=G i} 
ffjdxdr = 0. 
Nach Substitution des Werthes (39.) der Function / treten die von 

n allein abhängigen Factoren M } -r- 1 , L vor die Integralzeichen. In- 

dem man dann die Gleichungen (16.) und (17.) berücksichtigt, gewinnt 
man aus (41.) die 3 Bestimmungen: • 

(42.) jf.^ + a^.O, 
l du 
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Die Gleichung (42.) hat dieselbe Form wie die Gleichung (36.), und 
da 3R = 9Ri + 3R2 gesetzt war, so genügt die Function 2ß der analog 
gebildeten Differentialgleichung 

(44.) ^ + 3R = 0. 
Die Auflösung der Gleichungen (43.) liefert flir — ' und L die Ausdrücke 



1 



rf@l 1 Ttf, 



(45.) © t - ± I 5^-5 *, 



dn E B—W 

\ t 1 nG i 
l * £ 2?— Ck 1 ' 

wodurch für ®i der Werth 

and für ßj die Differentialgleichung 

^ dh* +X * + tfn E B — Ct^ 

deren linke Seite der Form nach mit (37.) übereinstimmt, erhalten wird. 
Der Gleichung (44.) zufolge ist 9R gleich der Function 

3W = b cos n — c sin n, 
wo b und c beliebige Constanten bedeuten. Man verbindet hiermit die 
Gleichung (30.) 

m T L + r TT"" - 

dn dn 

Dann ergiebt sich für Äj der Werth 

&! = hfx sin n dn + cj*r cos » dn 

oder, wenn man die Gleichungen (4.) und (3.) 

ds 
t=— , smnds = dq, cosndfr = — dp 

benutzt und durch Oo eine willkürliche Constante bezeichnet, der folgende 

Äi Bsa öo + b# — cp. 
Die von 5ti und 311 abhängigen Glieder der Verschiebungen §, p, lauten 
somit nach (28.), (29.), (34.) 

§ = <*o + bq — cp + (bcosn — csinn)r, 
q = — (bcosn — csinn)x, 
ö — — (b sin n + c cosn)oj. 

Der Vergleich mit den Formeln (15.) zeigt aber, dass die letztgenannten 

Werth e vollständig in denjenigen Ausdrücken enthalten sind, welche 

hier überhaupt beliebig bleiben. Daher ist es keine Beschränkung, 

wenn man 

(47.) 3R = Äi — 
setzt 
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Die Function fy wird durch die Differentialgleichung (37.) 

d% , 9 rf(r©t) 

dn* " hM — dn 

bestimmt, in welche für © t der Werth (45.) zu Substituten ist Durch 
Integration nach bekannter Methode findet man als das Integral dieser 
Gleichung 

Sj = sin n (b ^,/V ©i sin nrfn) 

+ cosn(Co — yV®! cosndn), 

wo b und Co willkürliche Constanten sind. Man darf indessen auch 
b = Co = nehmen, ohne die Allgemeinheit der Rechnung zu beein- 
trächtigen. Denn da von der Function S u wie aus (28.) und (34.) 
hervorgeht, nur die in q und ö enthaltenen Summanden 

abhängen, so kommen b und Co ausschliesslich in den Termen 

\Q = b sinn + CoC08n, 

\a = — b cosn + Coßinn 

vor, welche ebenfalls zu den in (15.) angegebenen Ausdrücken gehören. 
Auf diese Weise erhält man für S t die Gleichung 

(48.) St = — coanJ*T®iGOündn — sinn/V©! sinn dn, 

der man durch Anwendung der aus (3.), (4.) folgenden Relationen 

rcosndn = — dp } rsmndn — dq 
die Gestalt 

(49.) St = cos nf®i dp — sin nf®^ dq 

geben kann. Der Differentialquotient -p ist hiernach gleich der 
Summe 

~ — — sinn/*©idfp — coanfl&idq — r@ iy 

d&i 
woraus sich für das in W Y enthaltene Binom -p- + rSj der Werth 

an 

— sin nj*®\ dp — cos n/*®! dq 
ergiebt Die Grösse &x gehört, wie @i, zur Ordnung — 3. 

Die Function @i wurde in (45.) gleich einem unbestimmten In- 
tegral gefunden, so dass in derselben eine additive Constante will- 
kürlich geblieben ist. Es soll gezeigt werden, dass letztere für die ge- 
suchten Ausdrücke der Verschiebungen unwesentlich ist Läset man 
©t um eine beliebige Constante a wachsen, so erfährt nach (49.) die 
Function % das Increment 

a (p cos n — q sin n) 
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und die Function -~ + t®i das Increment 

dn 

— a (p sin n + q cos n). 

Der erstere Werth stellt nach (28.) gleichzeitig den Zuwachs von l\ 

dar, während W x sich um 

a (r + p sin n + q cos n) 

vergrössert, und die Ausdrücke (40.), (34.) für tf 2 , V^ W t sich nicht 

ändern. Die Vermehrung der Function ®i um die Gonstante a hat 

daher nur das Hinzutreten der Tenne 

q = a (p oosn — q sinn), 

O = a (r + P sin n + ^ cos n) 

zur Folge. Und da diese wiederum in den unbestimmt bleibenden 

Werthen (15.) enthalten sind, so ist bewiesen, dass die Integrations- 

constante des Integrals (45.) keinen Beitrag zu Verschiebungen, die 

eine Deformation des Stabes bewirken, liefert 

Die obigen Erörterungen lassen erkennen, dass die Functionen 
©t, 2R, R u S] durch die erhaltenen Differentialgleichungen vollständig 
bestimmt sind, abgesehen von denjenigen Bestandteilen, welche der 
Natur des Problems nach hier willkürlich sein müssen. Die Gesammt- 
heit der bei ® u 9ß, ft|, St auftretenden Integrationsconstanten führt 
in die Ausdrücke von £, p, ö nur gerade die in (15.) angegebenen Sum- 
men ein, die sich auf die Bewegungen des starren Stabes beziehen. 

Durch Substitution der Werthe 

^ = 35* = ^ _o, Z — x~^ 

1 an 

ergeben sich aus (28.), (34.), (40.) für 0\, V u W u U 2i F„ W % die 
Ausdrücke 

E d®i 
E\X dn 

E d@i 



(50.) 



W t Ä + t®,) + @,r— fe? + t®, 



)• 



ft— — 



«(r-r)— Sir + ft, 



F, = — 



£\t dn 



/r J — x 2 \ 



trl + ^af + O,, 



w * — 7?r a: + ® ir + &' 



in denen nach (45.) und (48.) 

I Si = — cosn^/r©! cosndn — sinn^/r©! sin ndn 



zu setzen ist 
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§ 28. Die in erster Annäherung geltende Lösung. 

Um diejenigen Ausdrücke der Verschiebungen, die für die erste 
Annäherung anzuwenden sind, zu erhalten, beschränkt man die Werthe 
von §, p, auf die niedrigste vorkommende Ordnung, d.h. auf die 
— 3te. Dann entstehen aus den Gleichungen (22.) und (50.), da it* 
£ 2 , ©2 und das Produkt & { r zur Ordnung — 2 gehören, die Formeln 

(51.) § = 0, f-gi, ö = -^ + r© 1 ), 

wo ©! und Si die Werthe (45.) und (48.) haben. 

Die Kraft S t ist in erster Annäherung ihrem Bestandtheil — 2ter 
Ordnung J gleich zu setzen. Daher gelangt man nach Berücksichtigung 
der oben abgeleiteten Werthe zu der angenäherten Gleichung 

, 5 <n c_^ rf ®i rr r x __ e t (r-x) 
(52.) S.-^ ^-(r-t) - ^zt^t. 

Es ist zu bemerken, dass die durch die Gleichungen (51.) und (52.) 
ausgedrückte angenäherte Lösung weniger vollständig ist, als die in 
§ 5 gefundene Lösung, die sich auf den cylindrischen Stab bezieht. 
Denn die letztere enthält sowohl bei den Verschiebungen §, rj, g als 
bei der Componente Z s die Summanden der zwei beträchtlichsten 
Ordnungen, während hier nur die Anfangsglieder der entsprechenden 
Grössen bestimmt sind. 

Setzt man in (51.) für St und -j^ + r©! die im vorigen Para- 

an 

graphen ermittelten Functionen ein, so folgt 



{ 



q = cosn/*©! dp — sinri/®! dq } 
C = sin »y®i dp + cos nj*® t dq. 



Um die zugehörigen Werthe der Ausweichungscomponenten t] und £ 
zu erhalten, braucht man nur die letzten Gleichungen mit den Formeln 
(6.) zu vergleichen. Dann ergeben sich sofort die Ausdrücke 

n f®idq, £ = /©i*. 

Da die Grösse ©j nach (45.) selbst gleich einem unbestimmten Integral 
ist, so erscheint es zweckmässig, RutJ*®idp und J*®\dq die theil- 
weise Integration anzuwenden , wodurch für rj und £ die Gleichungen 
entstehen : 
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OL _._ A®i w 
^ = — q®i + I -^ fdn 

tf / #— Cr 2 "•" £ / #— Cr* ' 



(53). 



~eJ T=c<i dn ~Ej 1=0* dn - 



Auf Grund der Gleichungen (51.), (52.) kann man zeigen, dass 
die Gesetze, welche in erster Annäherung für die Deformation des 
ursprünglich gekrümmten Stabes gelten, in vielen Beziehungen den für 
den cylindrischen Stab gefundenen genau entsprechen. Es soll zu- 
nächst darauf eingegangen werden, dass die Formel (52.) eine analoge 
mechanische Bedeutung hat, wie die nach § 5 unter gleichen Voraus- 
setzungen anzuwendende Formel von Z t . Man nehme bei dem cylin- 
drischen Stabe den Fall, dass die Componente X der Oberflächenkraft 
verschwindet, also F x = ist, und berücksichtige in dem Ausdruck 
von Z s nur den Bestandtheil niedrigster Ordnung. Dann folgt aus (42.) 
des § 5, da die Functionen F 1} G 2y h { von höherer Ordnung als G { 
sind, die Gleichung 

woselbst die Coordinate y vom Schwerpunkt des Querschnitts aus ge- 
rechnet, und durch B das in (7.), § 1, angeführte Hauptträgheitsmoment 
bezeichnet wird. In den Formeln, die im Vorhergehenden für den ge- 
krümmten Stab entwickelt worden sind, ist der Punkt, von dem aus 
innerhalb je eines Querschnitts die Längen x und r gemessen werden, 
unbestimmt geblieben. Aber da, nach (16.), r die Coordinate des Schwer- 
punkts des Querschnitts bedeutet, so drückt die Grösse r — r, gerade wie 
oben die Grösse y, die in der Vertikalebene liegende relative Coordinate 
aus, welche ein beliebiger Punkt des Querschnitts in Bezug auf jenen 
Schwerpunkt hat. Sodann ist aus der analytischen Mechanik der Satz 
bekannt, dass die Trägheitsmomente für zwei parallele Achsen, von denen 
die eine durch den Schwerpunkt geht, sich von einander nur um das 
Produkt aus der Gesammtmasse und dem Quadrate des gegenseitigen 
Abstandes der Achsen unterscheiden, und dass das kleinere Trägheits- 
moment stets zu der den Schwerpunkt enthaltenden Geraden gehört Wen- 
det man diesen Satz auf die Trägheitsmomente des betrachteten Quer- 
schnitts an, dessen Gesammtmasse gleich dem Flächeninhalt C zu setzen 
ist, so ergiebt sich, dass die Differenz B — Cr 2 das Trägheitsmoment 
für die durch den Schwerpunkt gehende Parallele zur x- Achse darstellt 
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Hieraus folgt, dass die rechte Seite von (52.) in Zähler und Nenner 

dem Ausdruck -^ analog gebildet ist Für den gekrümmten, zur yz~ 

Ebene symmetrischen Stab gilt also in Betreff der Biegung in der yz- 
Ebene dasselbe Gesetz, wie für den cylindrischen Stab, indem die in 
der Längsrichtung auftretende Druckkraft von erheblichster Ordnung 
in jedem Normalschnitt direkt proportional zu der auf den Schwer- 
punkt bezogenen relativen Coordinate und umgekehrt proportional zu 
dem vorerwähnten Trägheitsmoment ist. 

Im § 5 wurde ferner die Beziehung untersucht, in welcher die 
in (42.) vorkommenden Functionen zu der Gestalt der elastischen 
Linie stehen, und man fand, dass sowohl bei der Biegung in der 
horizontalen als in der vertikalen Ebene der angenäherte Werth 
von Z B gleich dem Produkt aus der Krümmung der elastischen Linie 
und der Grösse — Ex, respective — Ey } war. Ein ähnlicher Satz 
folgt für den ursprünglich krummen Stab aus den Näherungsformeln 
(51.) und (52.); nur ist als Factor nicht, wie bei dem cylindrischen 
Stabe, die vorhandene Krümmung selbst, sondern der Zuwachs der 
Krümmung, der durch die Deformation eintritt, anzuwenden. Man be- 
zeichne den Krümmungsradius derjenigen Gurve, in welche die Gurve 
tp (p ? q) = o durch die Verrückungen (51.) übergeht, durch x 1 und 

1 1 
die Differenz -7 durch cd. Dann ist, wie bewiesen werden soll, 

die Kraft S t zu der Grösse a> proportional. 

Für die Krümmung — besteht bekanntlich, da dieselbe gleich dem 

x 

Quotienten aus dem Differential des Tangentenwinkels ( = d arc tang -£ j 
und dem Bogendifferential ds ist, die Formel 

1^ dqd % p — dpd 2 q dqd 2 p — dpd*q 

~* (dp* + dq*)* ~ <& 

Um -^ zu erhalten, ersetzt man in diesem Ausdruck p und q durch 

p + tj und q + g, worauf die Gleichungen (5.) und (51.) zu berück- 
sichtigen sind. Die Grösse £ hat nach (51.) den Werth Null, so dass 
die ganze Betrachtung auf die yz- Ebene beschränkt bleibt. Es ist 
nun hier 

(dp + dfiY + (dq + rfg) 2 = dp* + dq* +2dpthj + 2dqd£ 
zu nehmen, da wegen der vorausgesetzten Kleinheit der Deformation 
(Einleitung, I.) die Grössen d?/\ d£ 2 neben den ersten Potenzen drj 9 
d£ vernachlässigt werden. Durch Benutzung des binomischen Satzes 
gelangt man nach demselben Princip zu der Gleichung 
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ds* \ ds 2 ] * 

Ebenso findet man 

(dq + dg) (d 2 /> + dhj) — {dp + dt,) (d*q + d*£) = 
dqd*-p — dpd*q + d£d*p — drid' i q + dqdhi — dpd*£ 

und 

1 _ 1 d^d^p — dfidig dqdhf — dpd^ 3 dpdrj + dgdt, 
V ~ t + ds* + ds* r ds 2 ' 

welche Gleichung man wegen der Relation 

d$d*p — drid*qs=d(dpd£ — dqdTJ) — (dpd*{; — dqdh}) 

auf die Form 

— 1_A = 
r' x 

d(dpd$ — dqdrj) dqd^ — dpd^ 3 dpdrj + dqdC 

ds* + ds* r ds 2 

bringen kann. Man substituire hierin zunächst für dp und dq die 

Werthe (3.) 

dp = — cos n ds, dq = sin n ds 

und beachte die aus (6.) folgenden Gleichungen 

dQ = sin n drj + cos n dg — dn, 

dtf = — cos n dtj + sin n dg + q dn. 

Dann hat man 

dpdC, — dqdij = — {dQ + dn) ds, 

dpdfj + dqd£ = (dö — q dn) ds.' 

Aber nach (51.) und (37.) ist 

dQ + 6 dn — — r@! dn = — ®! d^ 

—,.-- (g + s, + ÜM2) *. - o, 

so dass die Gleichungen 

dp dt> — d£ d*y = ®i ds 2 , 

dp dq + dq dC, — IS 
entstehen. Ferner führt die Differentiation des oben erwähnten Binoms 

sin n dt] + cos n d£ = dQ + ö dn = — ©i ds 
zu der Beziehung 

sin n dhj + cos n d*g = 

— d (®i ds) — (cos n dtj — sin n d£) dn = 

— d (©! ds) + (dö — Qdn) dn = — d(@, ds), 
woraus 

«'Vr*'*— «CT,») 

OS 
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folgt. Indem man diese Werthe in die Gleichung für co einsetzt, findet 

man für letztere Grösse den Ausdruck 

1 1 rfC®!^) * d(® { ds) 

x 4 x ds* ds*& 

oder, da 

d (©! ds*) = d® { ds* + 2®, ds d\ 

d(®i ds) = d®ids + ® t cPs 
ist, den schliesslichen Ausdruck 

(54) q> = 1 — ! = _^®i __ A ^®1 

Durch Vergleichung von (52.) und (54.) ergiebt sich dann unmittelbar 
das zu dem Satz des § 5 analoge Resultat, dass der Werth (52.) der 
Componente S $ gleich dem Produkt aus dem Krümmungszuwachs co 
und der Grösse — E(r — r) ist. 

Die Curve cp (p, q) = 0, auf welche die Krümmungsradien r und 
r' bezogen sind, ist keine völlig bestimmte, wie aus der Definition der- 
selben in § 22 hervorgeht. Die obige Entwicklung beweist indessen, 
dass die Abweichungen der verschiedenen Curven, die man für <p (p, q) 
= wählen kann, von einander nicht erheblich . genug sind, um die 
Formeln der ersten Annäherung zu beeinflussen. 



§ 29. Differentialgleichungen für die Functionen u$ 9 v 09 tv . 

Zur Herstellung einer genaueren Lösung als der im vorigen Para- 
graphen discutirten hat man zunächst auf die Gleichungen einzugehen, 
durch welche die Grössen Uq,v ,tv bestimmt werden. Nach (22.) sind 
letztere die Bestandtheile Oter Ordnung der Verschiebungen g, ß, 0. 
Bei der Betrachtung des Gleichgewichtszustandes des cylindrischen Stabes 
fand man für die correspondirenden Ausdrücke^, v , welche die Bestand- 
theile Oter Ordnung von £, rj bezeichneten, eine feststehende Form, 
die für einen Stab mit beliebigem Querschnitt galt [s. d. Gleichungen 
(34.) des § 4]. In dem Problem des ursprünglich krummen Stabes 
ist es dagegen, wie sich aus dem Folgenden ergiebt, nicht möglich, 
zu Schlussfolgerungen in Betreff der Functionen uq, v zu gelangen, ehe 
nicht der Umriss des Querschnitts bekannt ist. Die Differential- 
gleichungen und Oberflächenbedingungen für die genannten Grössen 
lassen nicht mehr eine so einfache Lösung zu, weil hier im Allgemeinen 
alle 6 inneren Druckkräfte eine negative Grössenordnung annehmen. 

In dem Abschnitt I. wurden nicht allein für die Bestandtheile 
Oter, sondern auch für die Bestandtheile l»ter Ordnung der Verschie- 
bungen die Differentialgleichungen des Innern und die zugehörigen 
Oberflächenbedingungen abgeleitet, was der Berücksichtigung der Sum- 
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manden Oter Ordnung in den Formeln der innern Druckkräfte entsprach. 
Bei dem ursprünglich krummen Stab soll jedoch die Rechnung auf die 
Glieder Uq, v , tv Q beschränkt werden, wenngleich die im § 7 ange- 
gebene Methode auch für eine weiter gehende Annäherung anwendbar 
bleibt Von den inneren Druckkräften werden in Folge dessen hier 
nur die Bestandteile negativer Ordnung behandelt werden. 

Um die Bestimmungen für Uq, v 0} w zu erhalten, geht man, wie 
im § 4, auf die allgemeinen Differentialgleichungen des isotropen Körpers 
zurück, die man indessen zuvor durch Einführung der Variablen r,n,Q 9 G 
zu transformiren hat Indem man dann in die genannten Gleichungen 
die in den vorstehenden Pragraphen gewonnenen Ausdrücke von §, p, ö 
einsetzt und die Tenne niedrigster Ordnung von den übrigen absondert, 
ergeben sich die auf uo, t>o> w o bezüglichen Differentialgleichungen. 
Analog hat man bei den Bedingungen für die Oberfläche zu verfahren. 

Die allgemeinen Differentialgleichungen lauten nach (10.) der 
Einleitung, wenn Ä — Zq = 0, F = — r gesetzt wird, 



(55.) 



— — b \ — 
dx \ dz 



\dx dz) dy \dy dx) ( ' 



dy j dx \dy dx) dz \dz dy)\ * 

dz \ dy \dz dy) dx \dx dz) ) 



Man hat aus denselben die Grössen y } z, % £ zu eliminiren, die mit 
r, w, q 7 o durch die Relationen (1.) und (5.) verbunden sind. Um dies 
in einfacher Weise zu bewerkstelligen, nehme man die folgende Ent- 
wicklung zu Hilfe. Wenn zwei Functionen 31' und 31" mit zwei an- 
deren SB und © in der Beziehung 

%* = 33 sin w — © cos n, 

S" = 83cosn + esinn 

stehen, und 91 eine beliebige Grösse bedeutet, so beweist man mittelst 
der Formeln (11.) leicht die Gleichungen 

dz dy x — r j dn dr 

— -j- = (3 — ) sin» — l-z — 1 cosn, 

dx dz \dx x — r dn) \dr dx) * 

dy dx \dx x — r dn) \dr dx) 

Dieselben sollen zwei Mal nach einander angewendet werden. Man 
wähle erstens 

*_g, »< = ,, »"«£, 
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so dass nach (5.) 

wird; hiedurch findet man 

dt] dg 1 j dp d(r — r)ö \ 

dz dy r — r ( dn dr ] } 

K_*i . (* L «tt an« -(<%- _ < fa\ cos« 

dx dz \dx x — r dn) \dr dx) 7 

^i_§n = (do_ i__ dg\ cogM + (i!i_ d Q\ sinn 

dy dx \dx x — r dn) \dr dx) 

Nimmt man sodann 

dz dy 7 dx dz 7 dy dx 9 

so zeigen die beiden letzten der eben erhaltenen 3 Gleichungen, dass 
33 und 6 die Werthe 

« de 1 dg _ dg dp 

haben. Folglich bestehen die Gleichungen 

dz \dx dz) dy \dy dx) x — r \ dn dr \ 7 

± (* _ *A_-* f *» - ^ - (- - ^ sin „_/^_^Un 

dx\dy dx) dz\dz dy) \dx x — r dn) \dr dx) ' 

dy\dz dy) d.v\dx dz) \dx x — rdn) \dr dx) 

wenn durch 31, 33, 6 die Functionen 



(56.) 



= x — r \ dn dr 

« de 1 dg 



dr dx 
bezeichnet werden. 

Diese Ausdrücke und der in (12.) für die kubische Dilatation & 
ermittelte Werth 



dx dr x — r \dn K ) 



werden in die Gleichungen (55.) eingesetzt. Ausserdem transformirt 
man die zweite und dritte Gleichung (55.) in der Art, dass man sie 
mit sinn, oosn, respective mit — eosn, sinn multiplicirt und addirt, 
wobei für die Function & noch einmal die Formeln (11.) anzuwenden 
sind. Dann ergiebt sieh das Gleichungssystem 
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(57.) 



a 

dx 

dß- 

a -z 



r — r 

b 



dr x 

a d& 



d» d(x— r)6 n 
d£ Tr | = °' 

d(r— r)6 d» ) nrr . n 

v _, — t — } — Z>JP sm n = 0, 

dx du S ' 



-» =?- 



da 

dr 



d» 
dx 



+ Z>r cos n = 0. 



t — r dn 
£ß sind nun an Stelle von §, q 9 ö die Summen (22.) 

P — Ft + V 1 + v + tr, 
= w x + H\ + w + w 

in (56.) und (57.) einzuführen, und die für U l} V u W u 1/%, T\, W t erniit 
telten Werthe (50.) zu berücksichtigen. In den Gleichungen, welche 
hierdurch aus (57.) entstehen, trennt man die Glieder, welche einer 
niedrigeren Ordnung als der — lten angehören, von den übrigen. Zu 
diesem Behufe soll auf die Ausdrücke der in (57.) vorkommenden 
Differentialquotienten von #, 91 etc. näher eingegangen werden. 

In der ersten Gleichung (57.) hängt die linke Seite von den 
Differentialquotienten 

d» djB d(r— r)6 
dx 7 dn f dr 
d» 
dx } 



ab. Substituirt man in 



dx 2 dxdr x — r\dxdn dx) } 
die Summen (22.), so sind Terme von der — 2ten oder einer niedri- 
geren Ordnung nur in 

1 (dH^+J^) djVt + V^ 



dx 2 dxdr x — r\ dxdn 

enthalten, wie aus der Definition von U u U 1} Uq etc. folgt 
ist aber 

dx 2 



dx 
Nach (50.) 



dx 2 
während die Differenz 



dxdr dxdr 



= 0, 



in den Ausdruck 



d 2 (*r i + **2) djVi+Vd 
dx dn dx 



j^d®i g d (\ dftA 

Exx dn l dn \x dn J 



übergeht. In letzterem sind alle Summanden von der Ordnung — 2. 
In Folge dessen hat man die Grösse , welche als Factor vor dem- 
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selben steht, hier durch — zu ersetzen; denn nach Einführung der Reihe 

Irr 2 x 1 

— h -; + -5 + . . . an Stelle von behalten nur die mit dem An- 

r r* t 8 4 r — r 

fangsgliede — multiplicirten Werthe die — 2te Ordnung. Der Bestand- 

T d& 

theil — 2ter Ordnung von — wird also durch die Function 

ox 



EiT 2 dn t r dn \r dn J 



t 



dx* dx dr 

dargestellt. Tenne von niedrigerer Ordnung als der — 2ten kommen 

dfr . i , 
in — nicht vor. 

In dem Differentialquotienten — übersteigt allein die Differenz 



dxdn 



d / 1 dü x \ 
dn \t — r dn ) 



die Ordnung — 1. Von der Entwicklung des Quotienten kommt 

X T 

1 ATT 

auch hier nur das Anfangsglied — in Betracht, da —~ eine Grösse 

— 2ter Ordnung ist. Nach Berücksichtigung von (50.) ergiebt sich auf 

dS8 
diese Weise ftir den Bestandteil — 2ter Ordnung von — der Werth 

an 

dn \t dn/' 
Ferner zeigt die aus (56.) und (22.) folgende Gleichung 

d(r— r)6 _ f .[ d^Ut+Ui+Up + u) <r 2 (Vi+V* + Vo + v) ) 
dr l r) \ dr 2 dxdr | 

djUx+Ut + Uo + u) d(V i + V 2 + v + v) 
dr dx 

dass in T — nur die Tenne 

K n \ dr 2 dxdr 

" t " T Vdr 2 <fedr/ { dr dx 

eine niedrigere Ordnung als die — l*e haben. Da aber nach (50.) 
die Gleichungen 

d*Ut = mh = tf 2 ^ = fr\\ = 

dr* dr 2 dxdr = <*rdr ' 

<(fi + %) djVi + Vi) 2£ df®i x _ 22; 

dr dx Eit dn l 

bestehen, so sind auch in ^ T ~ r ' keine Terme von beträchtlicherer 
7 dx 

12 
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Ordnung als der — 2ten vorhanden, und die zur — 2ten Ordnung ge- 
hörigen Summanden lauten: 

E { x dn \dr 2 dxdrj 

Die Forderung, dass in der ersten Gleichung (57.) die Glieder 
— 2ter Ordnung sich gegenseitig aufheben, liefert daher Air «o, v die 
Differentialgleichung: 

((Puo d% \ b ((Pup <Pvo_\ 
Veto 2 " 1 " dxdrj ^ \dr* dxdrj 

a — 2b ( E d@! ,<r^ d f ldSt *\\ 
~T~\E^t dn X ^^^dH\rltn)Y 
Analog werden die zweite und die diitte Gleichung (57.) behandelt 
Indem man in denselben ausschliesslich die Tenne von niedrigerer 
Ordnung als der — lten betrachtet, gewinnt man aus der zweiten Glei- 
chung eine weitere Bestimmung für uq, v Qj aus der dritten eine Be- 
stimmung für n> . Bei Ausführung der Rechnung ist zu beachten, dass 

da, wo der Quotient - als Factor von Werthen — 3ter Ordnung 

auftritt, von seiner Entwicklung die 2 ersten Glieder — h — beibehalten 

werden müssen. Schliesslich heben sich alle Grössen — 3ter Ordnung 
von selbst fort. Man findet auf diese Weise, nach Berücksichtigung des 
Werthes (45.) von © h für die Variablen Uq und v das Gleichungssystem 



dx\dx^ drj "*" dr \dr dxj 



(58.) 



a — 2b 



x \B 



— WE^^^dn \x dn)) } 



d fdu* , dvo\ _, jl (du* *J>\ 

dr \dx dr) dx \dr dxj 



1 fr ( 2(a— b)r a(r—x) \ a—2b d@t 

x B—CV- \ E + Ei \ x dn 

und für rv die Gleichung 

(M\ d ' 2w o ■ *»o _ 2 d fr»fr— t) 
v ,; dx* "*" dr* Ex dn B—Ct* ' 

Die Form der linken Seiten von (58.) ist genau dieselbe wie in (60.), 
(61.) etc. des § 7, und die der linken Seite von (59.) dieselbe wie in 
(47.), (48.) des § 6. Durch Anwendung der Substitutionen 

„ _,, , «-» 1 fr * 3 ,f* 4- d ( X dR *X\ r *\ 

,_ r» G v \a—b rX a /> _ \ j a — 2bd® 2 x^ 

V °~ V ° MB— GP\3E r + 2^U Vi In dn 2 

und 
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, ** + r* d ff,(r — 2r) 
° 4Et dn Ä— Cr 1 

traneformirt man die Gleichungen (58.) und (59.) in die einfacheren 

| a to \dx + dr) +Ö dr \dr dx ) °> 
\ a dr\dx + dr) * dx\dr dx)-*> 

dx* """"äT 

Da in (58.) und (59.) die Differentialquotienten der gesuchten 
Functionen w , v Q , w nach n nicht vorkommen, so gilt — analog 
zu §§ 6 und 7 — die Grösse n bei der Integration der Differential- 
gleichungen für constant Folglich sind auch die in (58.) enthaltenen, 
von n allein abhängigen Functionen 

* l + *it dnP du ' 
deren Werth noch nicht ermittelt ist, hier zunächst als unbekannte 
Constanten anzusehen. Die Bestimmung dieser Grössen geschieht nach- 
träglich, nachdem die Integration der Gleichungen (58.) ausgeführt 
worden ist, in derselben Weise, wie in §§ 13 und 20 die Functionen 
%, Oi, etc. berechnet wurden. 

Ausser den Differentialgleichungen (58.), (59.), die für einen be- 
liebigen Punkt des Innern erfüllt sein müssen, erhält man drei Ober- 
flächenbedingungen zur Bestimmung von w , v 0i tv . In IV. der Ein- 
leitung wurden die Gleichungen, denen die Druckkräfte an einem Funkt 
der Oberfläche des isotropen Körpers genügen, durch die Betrachtung 
einer kleinen dreiseitigen Pyramide gewonnen, welche drei zur #-, y-, z- 
Achse parallele Kanten hatte. Dieselbe Rechnung bleibt anwendbar, 
wenn man die Richtungen der Coordinaten y und z durch die Rich- 
tungen von r und ds ersetzt; denn auch letztere Richtungen sind 
sowohl zu einander, als zu der Richtung von x senkrecht Nur be- 
ziehen sich die Bedingungen dann nicht auf die Componenten X 9 , X tJ 
. . . Z gJ sondern anf X n X t} . . . S t . Bezeichnet man also durch //' und 
v* die Winkel, welche die in einem beliebigen Punkt der Oberfläche 
errichtete Normale mit den zu diesem Punkt gehörigen Richtungen 
von r und ds bildet, so bestehen die Gleichungen: 

(XxCOSA + X>G08fl' + JfrCOSv' = X, 
XrCOSZ + RrCOSfl' + Ä,C0S1> / = Ä, 
X $ cosi + R, cos (t' + S, cosi^ = S. 

Die Grössen R und S haben die in {%.) angeführten Werthe. 

12. 
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Für die Kräfte 

«Ajtj **rj &*t -Ar) Ä t} Hg 

wurden im § 23 die Formeln (13.) und (14.) abgeleitet Man hat nun 
in letztere die für g, p, a bisher ermittelten Ausdrücke einzusetzen, 
und darauf in den Oberflächengleichungen (60.) die einzelnen Summan- 
den nach ihren Grössenordnungen zu unterscheiden. Die auf Uq, t? , *o 
bezüglichen Bedingungen werden aus (60.) durch Betrachtung der Tenne 
niedrigster Ordnung erhalten. 

Analog zu § 8 nimmt man, da der betrachtete Körper nirgends von 
der Stabform abweichen soll, den Winkel, den die Oberflächennormale 
mit der Richtung von ds bildet, als nur wenig verschieden von einem 
Rechten an. Es wird die Voraussetzung gemacht, dass cos v' stets 
eine kleine Grösse sei, die zur Ordnung 1 gehört. Im Uebrigen bleibt 
die Oberfläche des Stabes eine beliebige. In Folge der genannten 
Voraussetzung reduciren sich in (60.) die Producta X» cos v' und 
Ä,cosi>' auf die Ordnung 0, das Produkt S 9 cos v' auf die Ordnung 
— 1; und zwar wird in letzterem der Bestandteil — lter Ordnung 
durch /cos v< } Gx (r _ t) 

B—Cl* C08|;/ ' 
ausgedrückt Ferner mögen die Bestandteile — lter Ordnung von 
X X} B ry X rj X» 9 B, respective durch 

M_!, [&Li [*Ln KU [äU 

bezeichnet werden. Dann ergeben sich aus (60.), da die Oberflächen- 
kräfte X> R, S von der Oten Ordnung sind, und somit auf den linken 
Seiten die Bestandteile — lter Ordnung sich gegenseitig aufheben 
müssen, die Gleichungen 

(61.) | [^rLiCOS X + [*■]_! COBfl' = 0, 

I [-&]_! cos A + [&]__! cos^' + /cosi>' = 0, 
die für einen beliebigen Punkt der Oberfläche gelten. Man substituirt 
in dieselben für die Grössen 

M-i. [*']_», [*'U> KU WL* 
die Werthe, die aus §§ 25—27 folgen. Gemäss (13.), (14.), (22.), (50.) 
bestehen, wenn man die Formeln (15.) des § 1 berücksichtigt, die 
Gleichungen 



(6i.) 






§ 29, 63, »4, 65, 66, 67. 



181 



'^x^.Ä-^'ifczä-ÄV+iaL, 



(63.) 



dx £ t r dn ß—Ct* 



t dn 



1 ._- d« . ** + r* d Ci 



dr 



2£,t dnB — Ct* 



+ K'x 



r d C,(r-r) 

*« + r*_r_(r ri t), _^ L + i< 



wo zur Abkürzung 

(64.) Q — 2t(ä— Ct J ) \ Ei b j ' — dn r 

gesetzt ist, und fi, JP, .4, J' die von n allein abhängigen Functionen 



. (65.) 



K = ±\X t + 



d (\_ dft,\ i 



( 



r ( * ' rfn \r dn J \ } 

*-7l£+*l 

bezeichnen. Hierdurch ergeben sich au« (61.) die Bedingungen 
du,, 



(66.) 



[[«£+(--»>*;H+»|>+$-]~* 

— (a— 2fe)ücosi, 

= (a — 2ft) fi cos p', 
(67.) 



da? 

£_ d Gjjr — x) 
E x r dn B—Ct* 

x 2 + r* d G x 



C08 X + -^ C08 ^' = 



dr 



[: 



+ JP '-+7-5rj 



cos X 



2jF,t dh Ä— Cr 1 



+ Ä'x 



__r_ d g t (r~t) 
JtT dn B—Ct* "*" . 



Giir—T) , 



von denen die letzte nur w 0} die zwei ersten nur v 0j v enthalten. 
Die Variablen u©, t; werden somit durch (58.) und (66.) , die Variable 
w durch (59.) und (67.) bestimmt Wie in (58.), (59.), so fehlen auch in 
den Oberflächenbedingungen (66.) , (67.) die Differentialquotienten von 
Mo, v , rv nach n. 

Für den Bestandtheil — lter Ordnung von &' s findet man nach 
(13.), (22.), (50.) den Ausdruck 



182 §29, 68,60. 

wu-o-">(S+5)-.«. 

wo Q die Function (64.) bedeutet Wird also durch (ß $ ) die Summe 
J+ [£«]_!, d. h. die Summe der Bestandteile der zwei beträchtlichsten 
Ordnungen von S t bezeichnet, so besteht die Gleichung 

m <w-}£ä?+c-»> (£+$) — * 

Nach Integration der obigen Differentialgleichungen für ti , v , w 
geben die Formeln (62.), (63.), (68.) die Werthe der inneren Druck- 
kräfte mit der Genauigkeit an, dass alle Summanden von negativer 
Ordnung berücksichtigt sind. Indessen kommen in (62.), (63.), (64.) ausser 
u<>> "o> wo, G v noch die 6 unbekannten, von n allein abhängigen Functionen 

*■ *. <• *• * § 

vor, die bei dem Integrationsverfahren als constant anzusehen waren, 

und von denen Kund —^ auch in den Differentialgleichungen (58.) 

enthalten sind« Zur Bestimmung dieser 6 Functionen dienen die 6 Gleich- 
gewichtsbedingungen (18.), (20.), (21.), welche im § 24 fllr den durch 
einen beliebigen Normalschnitt begrenzten Theil des Stabes aufgestellt 
wurden. Die 3 auf S t bezüglichen Bedingungen kamen bereits in § 27 
für die Ermittlung von M, L> ® { in der Art zur Anwendung, dass in 
denselben die Tenne niedrigster Ordnung links und rechts einander 
gleichgesetzt wurden. Indem man die Summanden der nächst höheren 
Ordnung in jeder der genannten 3 Gleichgewichtsbedingungen betrachtet, 

gelangt man zu den für K, A, —r-2 erforderlichen Angaben. Die Defi- 
nition der Grössen F { y G 2y h { (§ 24) liefert nämlich unmittelbar die 
Relationen 

lff[S^ 1 rdxdr=G iy 

l ff\S.U dx dr = h { 
oder 



(69.) 






aQ\dxdr = Ä,. 



Nun haben wegen der vorausgesetzten Symmetrie des Stabes die Inte- 
grale ffx*dxdr und fj r*xdxdr, ebenso wie die Integrale (17.), 
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den Werth Null. Ferner mögen durch Ä und B* die (über den Normal- 
schnitt erstreckten) Integrale 

Af = ffx*rdxdr, B 1 — ffr*dxdr 
bezeichnet werden. Dann folgt aus (64.) und (16.) 

ff&xdxdr = AK, 
CCr> * * G i (A' + B* B'—Bx\ B d® 2 , _ A 

ffQdxdr Gi \ A + B M Ctd ^lCA 

womit bewiesen ist, dass in dem Gleichungssystem (69.) allein die 3 

d®* 
Grössen K, A, —r-^ als Unbekannte enthalten sind. 

' dn 

Aus den 3 anderen Gleichgewichtsbedingungen (18.), (20.), (21.), 
deren linke Seiten von X, und R t abhängen, erhält man hierauf für 

Ef A> !& 
die Gleichungen 

lf/W-i<l**r — fft, 
\ff{*[R.L 1 -r\.X.]_ 1 }dxdr = H x 
oder, nach Substitution der Ausdrücke (63.), 

x dn I I dx 



(70.) 



" *ffi 



CA' + I I ^dxdr — 



dr 
g x Ct d G t t A—B d G t 



b Eit dn B—Cx 2 2E i t dnB—Cx*' 

t4 + *r-Z% + fß.2-r2)*. - f. 

Es bleibt übrig, auf die Werthe der Functionen £ u Jt 2 , £L|, $ 2 
einzugehen, welche durch die Differentialgleichungen (65.) mit K, K', 
A, A' verbunden sind. Die letztgenannten Functionen können hier als 
bekannt angesehen werden. Es soll gezeigt werden, dass durch das 
Gleichungssystem (65.) auch die Werthe von X l9 jt 2 , C^, $ 2 vollkommen 
bestimmt sind, soweit dieselben für die Deformation des Stabes in Be- 
tracht kommen. Die für jQ t und §2 geltenden Gleichungen 

/«>.-£-. * 



I 



dn 
führen zu den Integralen 
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&i — b sin n+ Co cosn + sin ny* (.4 cosn + -4' sinn) rdh 

— cos nj(A sin n — J'cosn) rän, 

^ = Co sinn — b cosn — cos n^ (-4 cosn + A'smn) rdn 

— sin nj(A Bin n — A* cos n) r dfc, 

in denen b und Co beliebige Constanten sind. Ferner stimmen die 2 
letzten Gleichungen (65.) mit den 2 ersten tiberein, wenn D, i} $fo f A> A' 

respective durch % if -—?, K, Ef ersetzt werden. Auf diese 

Weise entstehen für % x und %i nach Berücksichtigung von (3.), (4.) 
und Anwendung der Formel der partiellen Integration die Gleichungen 

% K = csinn — b cosn + sinny^ifcosn + if'sinn) rdn 

— C08ny*(irsinn — Ä'cosn) rdn, 

Jt, = Oo + b q—tp+pf{Edp—K'dq)—fp(Edp—Efdq) 

+ qfiKdq + Ef dp)—fq (Kdq + Ef dp), 

wo Oo, b, c die Integrationsconstanten bezeichnen. Fasst man also die- 
jenigen Summanden von g, q, o zusammen, welche von den in % if 
Ä2 > öi > &i vorkommenden willkürlichen Constanten abhängen, so findet 
man nach (22.) und (50.) die Ausdrücke: 

g _ Oo+b? — cp + (bcosn — csinn) r, 
q = b sinn + CoCOSw — (bcosn — csinn) x 9 
<j = — b oosn + Cosinn — (bsinn-fccosn) x. 

Letztere bilden aber einen Bestandteil der Summen (15.), die bei dem 
vorliegenden Problem willkürlich bleiben müssen, so dass in der That 
die Ermittlung der Werthe von % i1 Jt?, Qi, & 2 durch die obigen In- 
tegralgleichungen erledigt wird. 

Ein analoges Resultat erhält man in Betreff der Functionen ©* 
und % 7 sowie der Function Sj, die mit ®2 durch die Gleichung (46.) 
zusammenhängt Da man durch (69.), (70.) zu den Werthen von 

§ und ^ gelangt, so bleibt in ® 2 und ft nur je eine additive 

Integrationsconstante willkürlich. Nun wird durch das Hinzutreten 
einer additiven Constante zu % nur g um eine ebensolche vermehrt; 
und für © 2 , 82 gelten genau dieselben Betrachtungen, welche im § 27 
für ® u fii angestellt wurden. Somit kommen auch in diesen Func- 
tionen die mit willkürlichen Constanten multiplicirten Tenne auf die 
Ausdrücke (15.) zurück, woraus sich ergiebt, dass nach Integration 
der Differentialgleichungen für uo, v Qj w die in (50.) angeführten Sum- 
manden der Verschiebungen £, q, ö durch die vorstehenden Rechnungen 
vollständig bestimmt sind. 



^k. 



JJalte, brock von A. Karras. 
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